Mathematische Probleme
Vortrag, gehalten auf dem internationalen MathekeatKongref3 zu Paris 1900
Von David Hilbert

Wer von uns wuirde nicht gern den Schleier luftetteudem die Zukunft verborgen liegt, um einen Blic
werfen auf die bevorstehenden Fortschritte unsriss®ischaft und in die Geheimnisse ihrer Entwiakeglu
wahrend der kiinftigen Jahrhunderte! Welche besandgiele werden es sein, denen die fihrenden
mathematischen Geister der kommenden Geschledtbsineben? welche neuen Methoden und neuen
Thatsachen werden die neuen Jahrhunderte entdeekéidem weiten und reichen Felde mathematischen
Denkens?

Die Geschichte lehrt die Stetigkeit der Entwickguter Wissenschaft. Wir wissen, dal jedes Zeitalggne
Probleme hat, die das kommende Zeitalter |6st aldennfruchtbar zur Seite schiebt und durch neoblPme
ersetzt. Wollen wir eine Vorstellung gewinnen var chuthmafilichen Entwickelung mathematischen Wissen
in der ndchsten Zukunft, so missen wir die offefgen vor unserem Geiste passiren lassen undalidefhe
Uberschauen, welche die gegenwartige Wissensdhkéft and deren Losung wir von der Zukunft erwart&u
einer solchen Musterung der Probleme scheint nmihdatige Tag, der an der Jahrhundertwende liegft] w
geeignet; denn die grol3en Zeitabschnitte fordesmirht blos auf zu Rickblicken in die Vergangehhei
sondern sie lenken unsere Gedanken auch auf dakamite Bevorstehende.

Die hohe Bedeutung bestimmter Probleme fiir dersEbritt der mathematischen Wissenschaft im Allgeeei
und die wichtige Rolle, die sie bei der Arbeit @gwzelnen Forschers spielen, ist unleugbar. Solaige
Wissenszweig Ueberflu an Problemen bietet, ikhmnskraftig; Mangel an Problemen bedeutet Abeterb
oder Aufhodren der selbststandigen Entwickelung. Wierhaupt jedes menschliche Unternehmen Ziel®hgerf
so braucht die mathematische Forschung ProblenmehRlie Lésung, von Problemen stahlt sich die Kda&
Forschers; er findet neue Methoden und Ausblickgewinnt einen weiteren und freieren Horizont.

Es ist schwierig und oft unmaoglich, den Wert eiResblems im Voraus richtig zu beurteilen; dennisgdtich
entscheidet der Gewinn, den die Wissenschaft detmlén verdankt. Dennoch kdnnen wir fragen, ob es
allgemeine Merkmale giebt, die ein gutes matheriais Problem kennzeichnen.

Ein alter franzésischer Mathematiker hat gesagte Bhathematische Theorie ist nicht eher als vollkem
anzusehen, als bis du sie so klar gemacht hastjulai@ dem ersten Manne erklaren kénntest, deufider
Strale triffst. Diese Klarheit und leichte FaRliehkwie sie hier so drastisch fir eine mathemh#stheorie
verlangt wird, méchte ich viel mehr von einem mathéschen Problem fordern, wenn dasselbe vollkommen
sein soll; denn das Klare und leicht FaRliche zietst an, das Verwickelte schreckt uns ab.

Ein mathematisches Problem sei ferner schwierigiitdes uns reizt, und dennoch nicht vollig unzudi&hg
damit es unserer Anstrengung nicht spotte; esrseein Wahrzeichen auf den verschlungenen Pfaden zu
verborgenen Wabhrheiten - uns hernach lohnend miEdide tber die gelungene Lésung.

Die Mathematiker friherer Jahrhunderte pflegteh aiit leidenschaftlichem Eifer der Lésung einzelner
schwieriger Probleme hinzugeben; sie kannten der ¥¢bwieriger Probleme. Ich erinnere nur an das vo
Johann Bernoulli gestellte Problem der Linie ddmstisten Falles. Die Erfahrung zeige, so fiihrtrBeitli in
der offentlichen Ankiindigung dieses Problems aaB, ellle Geister zur Arbeit an der Vermehrung dess¥is
durch nichts mehr angetrieben werden, als wennihman schwierige und zugleich nitzliche Aufgaben
vorlege, und so hoffe er sich den Dank der mathisotan Welt zu verdienen, wenn er nach dem Beispiah
Ménnern, wie Mersenne Pascal, Fermat, Viviani umdkeen, welche vor ihm dasselbe thaten, den
ausgezeichneten Analysten seiner Zeit eine Aufgabege, damit sie daran wie an einem Priifsteipe&ite
ihrer Methoden beurtheilen und ihre Krafte mess@amken. Dem genannten Problem von Bernoulli und
ahnlichen Problemen verdankt die Variationsrechribiren Ursprung.

Fermat hatte bekanntlich behauptet, daf} die Didigde Gleichung (aul3er in gewissen selbstverdtireti
Fallen)
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in ganzen Zahlen x, y, z unlésbar sei; das Probtiese Unmdoglichkeit nachzuweisen, bietet ein gghides
Beispiel dafir, wie fordernd ein sehr spezielled scheinbar unbedeutendes Problem auf die Wissaftisch
einwirken kann. Denn durch die Fermatsche Aufgaduyeeegt, gelangte Kummer zu der Einfiihrung derlétea
Zahlen und zur Entdeckung des Satzes von der digdawZerlegung der Zahlen eines Kreiskorpers éaie
Primfaktoren - eines Satzes, der heute in der ihratdDedekind und Kronecker erteilten Verallgemging

auf beliebige algebraische Zahlbereiche im Mittalga der modernen Zahlentheorie steht, und dessen
Bedeutung weit Uber die Grenzen der Zahlentheamnizus in das Gebiet der Algebra und der Funktidmemie
reicht.

Um von einem ganz anderen Forschungsgebiete za,rederinnere ich an das Dreikdrperproblem. Dem
Umstande, dal3 Poincaré es unternahm, dieses sigeriroblem erneut zu behandeln und der Lésungr zéhe
fuhren, verdanken wir die fruchtbaren Methoden digdweittragenden Principien, die dieser Gelehete d
himmlischen Mechanik erschlossen hat und die hewth der praktische Astronom anerkennt und anwendet

Die beiden vorhingenannten Probleme, das Fermaaitdem und das Dreikdrperproblem, erscheinerimans
Vorrath der Probleme nie fast wie entgegenges@ale: das erstere eine freie Erfindung des reinenstendes,
der Region der abstrakten Zahlentheorie angehdaigjandere uns von der Astronomie aufgezwungen und

nothwendig zur Erkenntnis einfachster fundamentdburphédnomene.

Aber oftmals trifft es sich auch, daf3 das namligpecielle Problem in die verschiedenartigsten Pise@n
mathematischen Wissens eingreift. So spielt dabl®roder kirzesten Linie zugleich in den Grundladen
Geometrie, in der Theorie der krummen Linien uréthken, in der Mechanik und in der Variationsreclgnun
eine wichtige historische und principielle Rolleadiwie iberzeugend hat F. Klein in seinem Buche dbs
Ikosaeder die Bedeutung geschildert die dem Probdemnegularen Polyeder in der Elementargeomeétrider
Gruppen- und Gleichungstheorie und in der Theagididearen Differentialgleichungen zukommt.

Um die Wichtigkeit bestimmter Probleme in's Licltsetzen, darf ich auch auf Weierstrass hinweigenes als
eine gluckliche Fugung bezeichnete, daf} er zu Begginer wissenschaftlichen Laufbahn ein so beddet
Problem vorfand, wie es das Jacobische Umkehrproblar, an dessen Bearbeitung er sich machen konnte.

Nachdem wir uns die allgemeine Bedeutung der Pnabli@ der Mathematik vor Augen gefiihrt haben, wende
wir uns zu der Frage, aus welchen Quellen die Ma#ti ihre Probleme schopft. Sicherlich stammenedten
und &ltesten Probleme in jedem mathematischen W4gaeige aus der Erfahrung und sind durch die déeilt
auleren Erscheinungen angeregt worden. SelbstegjeliRdes Rechnens mit ganzen Zahlen sind auf einer
niederen Kulturstufe der Menschheit wohl in dieg&ise entdeckt worden, wie ja auch heute noch dlad e
Anwendung dieser Gesetze nach der empirischen Metbadernt. Das Gleiche gilt von den ersten Problem
der Geometrie: den aus dem Alterthum tberliefelPiblemen der Kubusverdoppelung, der Quadratur des
Kreises und den &altesten Problemen aus der Theeriduflésung numerischer Gleichungen, aus der
Curvenlehre und der Differential- und Integralreghg, aus der Variationsrechnung, der Theorie der
Fourierschen Reihen und der Potentialtheorie nigdnt zu reden von der weiteren reichen Fille dgegrelichen
Probleme aus der Mechanik, Astronomie und Physik.

Bei der Weiterentwickelung einer mathematischercipis wird sich jedoch der menschliche Geist, ettmigt
durch das Gelingen der Losungen, seiner Selbsigt@itbewul3t; er schafft aus sich selbst heratistaoie
erkennbare auf3ere Anregung allein durch logiscloesbthiren, durch Verallgemeinern, Specialisirerrctiu
Trennen und Sammeln der Begriffe in gliicklichstezi$® neue und fruchtbare Probleme und tritt dalrsisals
der eigentliche Frager in den Vordergrund. So antstn das Primzahlproblem und die tbrigen Probliene
Arithmetik, die Galoissche Gleichungstheorie, diedrie der algebraischen Invarianten, die Theaie d
Abelschen und automorphen Funktionen und so emtistéherhaupt fast alle feineren Fragen der modernen
Zahlen- und Funktionentheorie.

Inzwischen, wahrend die Schaffenskraft des reinenkBns wirkt, kommt auch wieder von neuem die
AuRenwelt zur Geltung, zwingt uns durch die wirkkn Erscheinungen neue Fragen auf, erschlie3t neue
mathematische Wissensgebiete und, indem wir diesemWissensgebiete fir das Reich des reinen Dsrzken
erwerben suchen, finden wir haufig die Antwortehalte ungeldste Probleme und férdern so zugleich a
besten die alten Theorien. Auf diesem stets sigld@rholenden und wechselnden Spiel zwischen Deuk@n
Erfahrung beruhen, wie mir scheint, die zahlreiched Uberraschenden Analogieen und jene scheinbar
praestabilirte Harmonie, welche der Mathematikeofédn den Fragestellungen, Methoden und Begriffen
verschiedener Wissensgebiete wahrnimmt.



Wir erértern noch kurz, welche berechtigten allgeme Forderungen an die Losung eines mathematischen
Problems zu stellen sind: ich meine vor Allem diai} es gelingt, die Richtigkeit der Antwort duréee
endliche Anzahl von Schliissen darzuthun und zwaGaund einer endlichen Anzahl von Voraussetzungen,
welche in der Problemstellung liegen und die jeddgranau zu formuliren sind. Diese Forderung dgiskthen
Deduktion mittelst einer endlichen Anzahl von Selkn ist nichts anderes als die Forderung derdgtriender
Beweisfuhrung. In der That die Forderung der Steedig in der Mathematik bekanntlich von sprichWidiner
Bedeutung geworden ist, entspricht einem allgenmefitélosophischen Bediirfnis unseres Verstandes und
andererseits kommt durch ihre Erfullung allein eest gedankliche Inhalt und die Fruchtbarkeit desbms
zur vollen Geltung. Ein neues Problem, zumal, wesaus der &uferen Erscheinungswelt stammt, isgiwie
junges Reis, welches nur gedeiht und Frichte tréggnn es auf den alten Stamm, den sicheren Besitkst
unseres mathematischen Wissens, sorgfaltig undderistrengen Kunstregeln des Gartners aufgepfnopdft

Zudem ist es ein Irrtum zu glauben, daf3 die Strémger Beweisfliihrung die Feindin der Einfachheitev An
zahlreichen Beispielen finden wir im Gegenteil Bégt, dal’ die strenge Methode auch zugleich dilaehere
und leichter faBliche ist. Das Streben nach Stremgegt uns eben zur Auffindung einfacherer Schleiden;
auch bahnt es uns haufig den Weg zu Methoden ndieiakelungsfahiger sind als die alten Methoden von
geringerer Strenge. So erfuhr die Theorie der agethen Curven durch die strengere funktionen#t=smhe
Methode und die folgerichtige Einfihrung transcemideHilfsmittel eine erhebliche Vereinfachung wgrdere
Einheitlichkeit. Der Nachweis ferner, daf? die Pateihe die Anwendung der vier elementaren Rechraurteys
sowie das gliedweise Diferentiiren und Integrirestgttet und die darauf beruhende Erkenntnis déelang
der Potenzreihe, trug erheblich zur Vereinfachueggksamten Analysis, insbesondere der Theorie der
Elimination und der Theorie der Differentialgleictgen sowie der in derselben zu fihrenden Existanzise
bei. Das schlagendste Beispiel aber fiir meine Batbag ist die Variationsrechnung. Die Behandlungetsten
und zweiten Variation bestimmter Integrale brachtm Teil duRerst complicirte Rechnungen mit sicth die
betreffenden Entwickelungen der alten Mathematikdbehrten der erforderlichen Strenge. Weiersizaigge
uns den Weg zu einer neuen und sicheren Begrindkmygariationsrechnung. An dem Beispiel des eirdach
Integrals und des Doppelintegrals werde ich zumuRcheines Vortrages kurz andeuten, wie die Veuiotg
dieses Weges zugleich eine lGiberraschende Vereinfgater Variationsrechnung mit sich bringt, indermz
Nachweis der notwendigen und hinreichenden Critefiie das Eintreten eines Maximums und Minimums die
Berechnung der zweiten Variation und zum Teil sajlamihsamen an die erste Variation anknipfenden
Schlisse vollig entbehrlich werden - gar nichteden von dem Fortschritte, der in der Aufhebung der
Beschrankung auf solche Variationen liegt, furdige Differentialquotienten der Funktionen nur wewggiiren.

Wenn ich die Strenge in den Beweisen als Erfor@efiim eine vollkommene Losung eines Problems Hieste
so mochte ich andererseits zugleich die Meinungxédien, als seien etwa nur die Begriffe der Analgder
gar nur diejenigen der Arithmetik der vollig stremgBehandlung fahig. Eine solche bisweilen von
hervorragenden Seiten vertretene Meinung haltélicurchaus irrig; eine so einseitige Auslegung de
Forderung der Strenge fuhrt bald zu einer Ignogralter aus der Geometrie, Mechanik und Physik stantden
Begriffe, zu einer Unterbindung des Zuflusses venem Material aus der Auf3enwelt und schlieR3liclasay
letzter Consequenz zu einer Verwerfung der Begdéfe Continuums und der Irrationalzahl. Welch vigst
Lebensnerv aber wirde der Mathematik abgeschritiech eine Exstirpation der Geometrie und der
mathematischen Physik? Ich meine im Gegenteil,mameér von erkenntnistheoretischer Seite oder in der
Geometrie oder aus den Theorien der Naturwissefistlathematische Begriffe auftauchen, erwéchst der
Mathematik die Aufgabe, die diesen Begriffen zu gkl liegenden Principien zu erforschen und dieselbe
durch ein einfaches und vollstandiges System vaorAgn derart festzulegen, dal3 die Scharfe der neuen
Begriffe und ihre Verwendbarkeit zur Deduktion ddten arithmetischen Begriffen in keiner Hinsicht
nachsteht.

Zu den neuen Begriffen gehéren notwendig auch #Zeighen; diese wahlen wir derart, dal® sie unsan di
Erscheinungen erinnern, die der AnlaR waren zuduBiy) der neuen Begriffe. So sind die ggometris¢figaren
Zeichen fir die Erinnerungsbilder der raumlichersé&mauung und finden als solche bei allen Mathematik
Verwendung. Wer benutzt nicht stets zugleich mitieppelungleichung a > b > c fiir drei GréRen & das
Bild dreier hintereinander auf einer Geraden lieganPunkte als das geometrische Zeichen des Begyriff
““zwischen". Wer bedient sich nicht der Zeichnimginander gelagerter Strecken und Rechtecke, wemgilt
einen schwierigen Satz Uber die Stetigkeit von Eankn oder die Existenz von Verdichtungsstellewdler
Strenge zu beweisen. Wer kdnnte ohne die Figubdeiecks, des Kreises mit seinem Mittelpunkt, wene
das Kreuz dreier zueinander senkrechter Achseroausien? oder wer wollte auf die Vorstellung des
Vektorfeldes oder das Bild einer Curven- und Flasiebaar mit ihrer Enveloppe verzichten, das in der
Differentialgeometrie, in der Theorie der Differiatgleichungen, in der Begriindung der Variationsremg
und anderer rein mathematischer Wissenszweigeseimgchtige Rolle spielt?



Die arithmetischen Zeichen sind geschriebene Figural die geometrischen Figuren sind gezeichneteéla,
und kein Mathematiker kénnte diese gezeichnetemelorentbehren, so wenig wie ihm beim Rechnen daga
Formiren und Auflésen der Klammern oder die Verwerglanderer analytischer Zeichen entbehrlich sind.

Die Anwendung der geometrischen Zeichen als steBgeaveismittel setzt die genaue Kenntnil3 und véllig
Beherrschung der Axiome voraus, die jenen FiguteGmnde liegen, und damit diese geometrischenr&mgu
dem allgemeinen Schatze mathematischer Zeicheergitt werden dirfen, ist daher eine strenge aatmohe
Untersuchung ihres anschauungsmafigen Inhaltes mdityv&Vie man beim Addiren zweier Zahlen die Ziffer
nicht unrichtig untereinandersetzen darf, sondétmehr erst die Rechnungsregeln d. h. die Axioere d
Arithmetik, das richtige Operiren mit den Zifferegiimmen, so wird das Operiren mit den geometrische
Zeichen durch die Axiome der geometrischen Begrtiffd deren Verknipfung bestimmt.

Die Uebereinstimmung zwischen geometrischem untdragtischem Denken zeigt sich auch darin, daR &iir b
arithmetischen Forschungen ebensowenig wie bei ge@mthen Betrachtungen in jedem Augenblicke diteKe
der Denkoperationen bis auf die Axiome hin verfolgéelmehr wenden wir, zumal bei der ersten
Inangriffnahme eines Problems, in der Arithmetik@e wie in der Geometrie zunachst ein rasches wurfbes,
nicht definitiv sicheres Combiniren an, im Vertrawmf ein gewisses arithmetisches Gefuhl fur die
Wirkungsweise der arithmetischen Zeichen, ohne lvesavir in der Arithmetik ebensowenig vorwérts koemm
wirden, wie in der Geometrie ohne die geometrigihbildungskraft. Als Muster einer mit geometrisohe
Begriffen und Zeichen in strenger Weise operireraiithmetischen Theorie nenne ich das Werk von
Minkowski (Leipzig 1896, "~Geometrie der Zahlen").

Es mdgen noch einige Bemerkungen Uber die Schwitan, die mathematische Probleme bieten kénndn un
die Ueberwindung solcher Schwierigkeiten Platz éimd

Wenn uns die Beantwortung eines mathematischerddPnsinicht gelingen will, so liegt haufig der Grutakin,
dafd wir noch nicht den allgemeineren Gesichtsparknnt haben, von dem aus das vorgelegte Prohlems
einzelnes Glied einer Kette verwandter Problemehetiat. Nach Auffindung dieses Gesichtspunktes wird
haufig nicht nur das vorgelegte Problem unseresr&chung zuganglicher, sondern wir gelangen sceitlgin
den Besitz einer Methode, die auf die verwandteiblme anwendbar ist. Als Beispiel diene die Einiily
complexer Integrationswege in der Theorie der besten Integrale durch Cauchy und die Aufstellung de
Idealbegriffes in der Zahlentheorie durch Kummeeder Weg zur Auffindung allgemeiner Methoden esivif3
der gangbarste und sicherste; denn wer, ohne stimmtes Problem vor Auge zu haben, nach Methodehts
dessen Suchen ist meist vergeblich.

Eine noch wichtigere Rolle als das Verallgemeirsmielt - wie ich glaube - bei der Beschaftigung mit
mathematischen Problemen das Specialisiren. \tblién den meisten Fallen, wo wir die Antwort airfee
Frage vergeblich suchen, liegt die Ursache desiiMjBhs darin, dafl3 wir einfachere und leichtere Ierob als
das vorgelegte noch nicht oder noch unvollkommésdagt haben. Es kommt dann Alles darauf an, diese
leichteren Probleme aufzufinden und ihre Lésungmiiglichst vollkommenen Hilfsmitteln und durch
verallgemeinerungsfahige Begriffe zu bewerkstetligeiese Vorschrift ist einer der wichtigsten Hebat
Ueberwindung mathematischer Schwierigkeiten ungtleint mir, da® man sich dieses Hebels meisteresn
auch unbewuf3t - bedient.

Mitunter kommt es vor, daf wir die Beantwortungeauningentigenden Voraussetzungen oder in unrichtigem
Sinne erstreben und in Folge dessen nicht zum gelngen. Es entsteht dann die Aufgabe, die Uniotikgit
der Lésung des Problems unter den gegebenen Vetausgen und in dem verlangten Sinne nachzuweisen.
Solche Unmdglichkeitsbeweise wurden schon von demAyefiihrt, indem sie z. B. zeigten, daf} die
Hypotenuse eines gleichschenkligen rechtwinkligesi€zks zur Kathete in einem irrationalen Verhgkei
steht. In der neueren Mathematik spielt die Fragghrder Unmaoglichkeit gewisser Lésungen eine
hervorragende Rolle und wir nehmen so gewahr, taf3ehwierige Probleme wie der Beweis des
Parallelenaxioms, die Quadratur des Kreises odeAdflosung der Gleichungen 5ten Grades durch
Wurzelziehen, wenn auch in anderem als dem urspciingemeinten Sinne, dennoch eine vollig befriedide
und strenge Losung gefunden haben.

Diese merkwirdige Thatsache neben anderen philgsdpn Griinden ist es wohl, welche in uns eine
Ueberzeugung entstehen 1aRt, die jeder Mathemajieif? teilt, die aber bis jetzt wenigstens niemduarth
Beweise gestutzt hat - ich meine die Ueberzeugda,ein jedes bestimmte mathematische Problem einer
strengen Erledigung notwendig fahig sein missegseaiall es gelingt, die Beantwortung der gestdiitage zu



geben, sei es, dal3 die Unmdglichkeit seiner Losunagdamit die Notwendigkeit des Mi3lingens allerstehe
dargethan wird. Man lege sich irgend ein bestimmtegeléstes Problem vor, etwa die Frage nach der
Irrationalitat der Euler-Mascheronischen Constai@eder die Frage, ob es unendlich viele Primzatender
Form 2n+1 giebt. So unzuganglich diese Problemeststheinen und so ratlos wir zur Zeit ihnen gegent
stehen - wir haben dennoch die sichere Ueberzeuglafigihre Losung durch eine endliche Anzahl rein
logischer Schliisse gelingen muf3.

Ist dieses Axiom von der Losbarkeit eines jederbRras eine dem mathematischen Denken allein
charakteristische Eigentumlichkeit, oder ist edleieht ein allgemeines dem inneren Wesen unseegst&des
anhaftendes Gesetz, daf alle Fragen, die er sigth, durch ihn einer Beantwortung féhig sind?fiTimiian doch
auch in anderen Wissenschaften alte Probleme anludch den Beweis der Unmdglichkeit in der
befriedigendsten Weise und zum héchsten NutzelMilesenschaft erledigt worden sind. Ich erinneréas
Problem des Perpetuum mobile. Nach den vergeblivleesuchen der Construktion eines Perpetuum mobile
forschte man vielmehr nach den Beziehungen, dischein den Naturkraften bestehen missen, wenn ein
Perpetuum mobile unméglich sein soll (Vgl. Helmhpldeber die Wechselwirkung der Naturkréafte und die
darauf bezlglichen neuesten Ermittelungen der Rhysirtrag, gehalten in Kénigsberg 1854), und diese
umgekehrte Fragestellung fuhrte auf die EntdecldesyGesetzes von der Erhaltung der Energie, dasrseits
die Unmoglichkeit des Perpetuum mobile in dem umglich, verlangten Sinne erklart. Diese Ueberzeggu
von der Losbarkeit eines jeden mathematischen &mubist uns ein kréftiger Ansporn wahrend der Arlvar
héren in uns den steten Zuruf: Da ist das Probserche die Losung. Du kannst sie durch reines Defikdan;
denn in der Mathematik giebt es, kein Ignorabimus!

UnermeRlich ist die Fille von Problemen in der Matlatik, und sobald ein Problem geldst ist, taucren
dessen Stelle zahllose neue Probleme auf. Ges&ittemir im Folgenden, gleichsam zur Probe, aus
verschiedenen mathematischen Disciplinen einzedséramte Probleme zu nennen, von deren Behandiaeg e
Forderung der Wissenschaft sich erwarten laft.

Ueberblicken wir die Principien der Analysis una Geometrie. Die anregendsten und bedeutendsten
Ereignisse des letzten Jahrhunderts sind auf di€sniete, wie mir scheint, die arithmetische Edagsdes
Begriffs des Continuums in den Arbeiten von Cau@glzano, Cantor und die Entdeckung der Nicht-
Euklidischen Geometrie durch Gauss, Bolyai, Loldafgkiy. Ich lenke daher zunéchst Ihre Aufmerksatnke
auf einige diesen Gebieten angehdrenden Probleme.

1. Cantors Problem von der Méachtigkeit des Contimsiu

Zwei Systeme, d.h. zwei Mengen von gewdhnlichelere&ahlen (oder Punkten) heiRen nach Cantor
aequivalent oder von gleicher Machtigkeit, wennzsieinander in eine derartige Beziehung gebraentien
kénnen, dal einer jeden Zahl der einen Menge eidenur eine bestimmte Zahl der anderen Menge eclgpr
Die Untersuchungen von Cantor Uber solche Punkterengachen einen Satz sehr wahrscheinlich, dessen
Beweis jedoch trotz eifrigster Bemiihungen bishehndiemanden gelungen ist; dieser Satz lautet:

Jedes System von unendlich vielen reellen Zahlén jgde unendliche Zahlen- (oder Punkt)mengenisteder
der Menge der ganzen natirlichen Zahlen 1, 2, 8der der Menge sdammitlicher reellen Zahlen untiimdem
Continuum, d.h. etwa den Punkten einer Streckeiaalgnt; im Sinne der Aegivalenz giebt es hiernaah
zwei Zahlenmengen, die abz&hlbare Menge und dasroam.

Aus diesem Satz wirde zugleich folgen, daf3 dasi@anmnh die nachste Machtigkeit Uber die Machtigkieit
abzahlbaren Mengen hinaus bildet; der Beweis diBates wiirde mithin eine neue Briicke schlagerchers
der abzahlbaren Menge und dem Continuum.

Es sei noch eine andere sehr merkwiirdige Behaug@antprs erwahnt, die mit dem genannten Satze in
engstem Zusammenhange steht und die vielleichSdalissel zum Beweise dieses Satzes liefert. Irgand
System von reellen Zahlen heil3t geordnet, wenrningamd zwei Zahlen des Systems festgesetzt isghesldie
frihere und welches die spéatere sein soll, undidibse Festsetzung eine derartige ist, daf3, werenZahl a
friiher als die Zahl b und b friher als c ist, sohastets a friiher als ¢ erscheint. Die naturlicherdnung der
Zahlen eines Systems heil3e diejenige, bei derldirdte als die friihere, die grof3ere als die spdestgesetzt
wird. Es giebt aber, wie leicht zu sehen ist, noclndlich viele andere Arten, wie man die Zahlewrgi
Systems ordnen kann.



Wenn wir eine bestimmte Ordnung der Zahlen ins Aflageen und aus denselben irgend ein besonderesBys
dieser Zahlen, ein sogenanntes Teilsystem oderTaitmenge, herausgreifen, so erscheint diese Eeiyya
ebenfalls geordnet. Cantor betrachtet nun einentgiese Art von geordneten Mengen, die er als wohttrezie
Mengen bezeichnet und die dadurch charakterisid, €lal3 nicht nur in der Menge selbst, sondern aufder
Teilmenge eine friiheste Zahl existirt. Das Systemgdnzen Zahlen 1, 2, 3, ... in dieser seinerigtén
Ordnung ist offenbar eine wohlgeordnete Menge. Dagést das System aller reellen Zahlen, d. h. das
Continuum in seiner naturlichen Ordnung offenbahhivohlgeordnet. Denn, wenn wir als Teilmenge die
Punkte einer endlichen Strecke mit Ausnahme deagspunktes der Strecke ins Auge fassen, so bdsita
Teilmenge jedenfalls kein frihestes Element. Eslarkich nun die Frage, ob sich die Gesamtheit ZHiblen
nicht in anderer Weise so ordnen lai3t, dal jeden€age ein frihestes Element, hat, d.h. ob dasi@am

auch als wohlgeordnete Menge aufgefal3t werden keas Cantor bejahen zu missen glaubt. Es ersahéint
héchst wiinschenswert, einen direkten Beweis diaeekwiirdigen Behauptung von Cantor zu gewinnenaetw
durch wirkliche Angabe einer solchen Ordnung dehl&ia, bei welcher in jedem Teilsystem eine frih&sthl
aufgewiesen werden kann.

2. Die Widerspruchslosigkeit der arithmetischenoime

Wenn es sich darum handelt, die Grundlagen eings#&tischaft zu untersuchen, so hat man ein System vo
Axiomen aufzustellen, welche eine genaue und \iitlige Beschreibung derjenigen Beziehungen enthalte
zwischen den elementaren Begriffen jener Wisseffisstatfinden. Die aufgestellten Axiome sind zughedie
Definitionen jener elementaren Begriffe und jedesgage innerhalb des Bereiches der Wissenschadn der
Grundlagen wir prifen, gilt uns nur dann als righfalls sie sich mittelst einer endlichen Anzaigischer
Schlisse aus den aufgestellten Axiomen ableiten B nédherer Betrachtung entsteht die Fragetwh e
gewisse Aussagen einzelner Axiome sich untereinamelfingen und ob nicht somit die Axiome noch
gemeinsame Bestandteile enthalten, die man beseitigi3, wenn man zu einem System von Axiomen
gelangen will, die véllig von einander unabhangigls

Vor Allem aber méchte ich unter den zahlreichergera welche hinsichtlich der Axiome gestellt werden
kénnen, dies als das wichtigste Problem bezeichnebeweisen, dal3 dieselben untereinander wideaisglins
sind, d.h. daR man auf Grund derselben mittelgireindlichen Anzahl von logischen Schliissen niemals
Resultaten gelangen kann, die miteinander in Wgach stehen.

In der Geometrie gelingt der Nachweis der Widerspsiosigkeit der Axiome dadurch, dal3 man einen
geeigneten Bereich von Zahlen construirt, deraf, den geometrischen Axiomen analoge Beziehungen
zwischen den Zahlen dieses Bereiches entsprechicdahdemnach jeder Widerspruch in den Folgeruagsn
den geometrischen Axiomen auch in der ArithmetilegeZahlenbereiches erkennbar sein mifdte. Auf diese
Weise wird also der gewiinschte Nachweis fir dieasipruchslogigkeit der geometrischen Axiome auf den
Satz von der Widerspruchslosigkeit der arithmegscAxiome zurtickgefiihrt.

Zum Nachweise fur die Widerspruchslosigkeit dethanetischen Axiome bedarf es dagegen eines direkten
Weges.

Die Axiome der Arithmetik sind im Wesentlichen nisfanderes als die bekannten Rechnungsgesetze mit
Hinzunahme des Axiomes der Stetigkeit. Ich hab&igizlich zusammengestellt (Jahresbericht der Rbets
Mathematiker-Vereinigung, Bd. 8, 1900, S. 180) datiei das Axiom der Stetigkeit durch zwei einfaeher
Axiome ersetzt, namlich das bekannte Archimedigekiem und ein neues Axiom des Inhaltes, dal’ didetah
ein System von Dingen bilden, welches bei Aufredtgtung der sammtlichen tbrigen Axiome keiner
Erweiterung mehr fahig ist. (Axiom der Vollstand&#). Ich bin nun Uberzeugt, dal3 es gelingen munéne
direkten Beweis flr die Widerspruchslosigkeit dethanetischen Axiome zu finden, wenn man die bekamn
SchluBmethoden in der Theorie der IrrationalzahteRlinblick auf das bezeichnete Ziel genau durchaet
und in geeigneter Weise modificirt.

Um die Bedeutung des Problems noch nach einer eamdRiicksicht hin zu charakterisiren, mdchte icgdode
Bemerkungen hinzufiigen. Wenn man einem Begriffekihate erteilt, die einander widersprechen, so sdyge
der Begriff existirt mathematisch nicht. So existirB. mathematisch nicht eine reelle Zahl, de&peiadrat
gleich -1 ist. Gelingt es jedoch zu beweisen, deftldm Begriffe erteilten Merkmale bei Anwendungegi
endlichen Anzahl von logischen Schliissen niemaksizem Widerspruche fiihren kénnen, so sage ich, daf3
damit die mathematische Existenz des Begriffes gifer Zahl oder einer Function, die gewisse Fanagen
erfullt, bewiesen worden ist. In dem vorliegendeatids wo es sich um die Axiome der reellen Zahteder
Arithmetik handelt, ist der Nachweis fir die Widanschslosigkeit der Axiome zugleich der Beweisdig



mathematische Existenz des Inbegriffs der reelkgmeh oder des Continuums. In der That, wenn dehiNais
fur die Widerspruchslosigkeit der Axiome vo6llig gaben sein wird, so verlieren die Bedenken, welche
bisweilen gegen die Existenz des Inbegriffs dellereZahlen gemacht worden sind, jede Berechtigingilich
der Inbegriff der reellen Zahlen, d.h. das Contimust bei der eben gekennzeichneten Auffassung eiafa

die Gesammtheit aller méglichen Dezimalbruchentivicgen oder die Gesammtheit aller méglichen Gesetze
nach denen, die Elemente einer Fundamentalreitecfoeiten kdnnen, sondern ein System von Dingegnde
gegenseitige Beziehungen durch die aufgestelltearme geregelt werden und fir welche alle und nur
diejenigen Thatsachen wahr sind, die durch einéa@dAnzahl logischer Schliisse aus den Axiomenlgeft
werden kdnnen. Nur in diesem Sinne ist meiner Magnuach der Begriff des Continuums streng logisd3bér.
Thatsachlich entspricht er auch, wie mir scheimtam besten dem, was die Erfahrung und Anschauosig u
giebt. Der Begriff des Continuums oder auch derrBedes Systems aller Functionen existirt dangémau
demselben Sinne wie etwa das System der ganzenakgh Zahlen oder auch wie die héheren Cantorschen
Zahlklassen und Méchtigkeiten. Denn ich hin Ubegtedald auch die Existenz der letzteren in demmion
bezeichneten Sinne ebenso wie die des Continuundsamiviesen werden kénnen - im Gegensatz zu dem
System aller Machtigkeiten Uberhaupt oder auch &léntorschen Alephs, fiir welches, wie sich zeigét ein
widerspruchloses System von Axiomen in meinem Simcdet aufgestellt werden kann und welches daheh na
meiner Bezeichnungsweise ein mathematisch nicktiestider Begriff ist.

Aus dem Gebiete der Grundlagen der Geometrie machteunachst das folgende Problem nennen.
3. Die Volumengleichheit zweier Tetraeder von dieicGrundflache und Hohe.

Gauss (Werke, Bd. 8, S. 241 und 244) spricht ini Bréiefen an Gerling sein Bedauern dariiber aus,giafisse
Satze der Stereometrie von der Exhaustionsmetldoldein der modernen Ausdrucksweise von dem
Stetigkeitsaxiom (oder von dem Archimedischen Axéymbhangig sind. Gauss nennt besonders den Satz vo
Euklid, daf3 dreiseitige Pyramiden von gleicher Hséioh wie ihre Grundflachen verhalten. Nun istalialoge
Aufgabe in der Ebene vollkommen erledigt worden.(&gfer der friiheren Litteratur, Hilbert, Grundiagier
Geometrie, Leipzig 1899, Kapitel IV); auch ist esrlihg (Gauss's Werke, Bd. 8, S.242) gelungen, die
Volumengleichheit symmetrischer Polyeder durche&gurhg in congruente Teile zu beweisen. Dennoch
erscheint mir der Beweis des eben genannten SatrelSuklid auf diese Weise im allgemeinen wohl hils
moglich und es wiirde sich also um den strengen ghiahikeitsbeweis handeln. Ein solcher wére erbracht
sobald es gelingt, zwei Tetraeder mit gleicher @fiéehe und von gleicher Héhe anzugeben, die sithkeine
Weise in congruente Tetraeder zerlegen lassenierglah auch durch Hinzufiigung congruenter Tetranbt
zu solchen Polyedern erganzen lassen, fiir diesiitsreine Zerlegung in congruente Tetraeder mdggic

4. Problem von der Geraden als kirzester Verbindweger Punkte.

Eine andere Problemstellung, betreffend die Grugatiader Geometrie ist diese. Wenn wir von den Asiom
die zum Aufbau der gewdhnlichen Euklidischen Geoimetdtig sind, das Parallelenaxiom unterdriicken,
beziglich als nicht erflllt annehmen, dagegenidiiéggen Axiome beibehalten, so gelangen wir beKarimzu
der Lobatschefskijschen (hyperbolischen) Geometriedirfen daher sagen, daf3 diese Geometrie insefae
der Euklidischen nachststehende Geometrie ist.dfondir weiter, dafl} dasjenige Axiom nicht erfudirs soll,
wonach von drei Punkten einer Geraden stets eimnur einer zwischen den beiden anderen liegtrisalten
wir die Riemannsche (elliptische) Geometrie, so di@8e Geometrie als eine der Lobatschefskijschen
nachststehende erscheint. Wollen wir eine ahniichesipielle Untersuchung tiber das Archimedisché&Ax
ausfiihren, so haben wir dieses als nicht erfiftiaahen und gelangen somit zu den Nicht-Archiméadisc
Geometrien, die von Veronese und mir untersuchtiemsind. Die allgemeinere Frage, die sich nunbe it
die, ob sich noch nach anderen fruchtbaren Gegpigchkien Geometrien aufstellen lassen, die mit btgit
Recht der gewohnlichen Euklidischen Geometrie n&tdtsend sind, und da méchte ich Ihre Aufmerksamkei
auf einen Satz lenken, der von manchen Autorenrsaigdefinition der geraden Linie hingestellt wendist
und der aussagt, daf? die Gerade die kiirzeste \demgzwischen zwei Punkten ist. Der wesentlichalinh
dieser Aussage reduzirt sich auf den Satz von Bu#til? im Dreiecke die Summe zweier Seiten stéfdegrals
die dritte Seite ist, einen Satz, welcher wie mahtslediglich von elementaren d.h. aus den Axiome
unmittelbar entnommenen Begriffen handelt, und ddkelogischen Untersuchung zuganglicher ist. ikt
den genannten Satz vom Dreieck mit Hilfe des SatzesAulienwinkel auf Grund der Congruenzsatze
bewiesen. Man Uberzeugt sich nun leicht, dal} deeBgenes Euklidischen Satzes allein auf Grunémgen
Congruenzsatze, die sich auf das Abtragen vonl&neand Winkeln beziehen, nicht gelingt, sonderd nfean
zum Beweise eines Dreieckscongruenzsatzes bedaehtSteht die Frage nach einer Geometrie, in \gelake
Axiome der gewdhnlichen Euklidischen Geometrie imsthesondere alle Congruenzaxiome mit Ausnahme des
einen Axioms von der Dreieckscongruenz (oder auitihosnahme des Satzes von der Gleichheit der



Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck) geltem umwelcher tiberdies noch der Satz, daf3 in jedesebk
die Summe zweier Seiten groR3er als die drittealsthesonderes Axiom aufgestellt wird.

Man findet, daR eine solche Geometrie thatsaclelitstirt und keine andere ist als diejenige, welktiekowski
(Leipzig 1896.) in seinem Buche “"Geometrie derl@gahaufgestellt und zur Grundlage seiner aritlisoben
Untersuchungen gemacht hat. Die Minkowskische Géerist also ebenfalls eine der gewohnlichen
Euklidischen Geometrie nachststehende; sie ist esahitlichen durch folgende Festsetzungen charsikteri
Erstens: Die Punkte, die von einem festen Punkie@tien Abstand haben, werden durch eine convexe
geschlossene Flache des gewohnlichen EnklidiscaemBs mit O als Mittelpunkt reprasentirt. Zweitedsei
Strecken heil3en auch dann einander gleich, wenrsieaturch Parallelverschiebung des Euklidischemmnfres
ineinander Uberfuhren kann.

In der Minkowskischen Geometrie gilt das Parallal¢éom; ich gelangte bei einer Betrachtung (Mathésohe
Annalen, Bd. 46 S. 91.), die ich Uber den Satzdemgeraden Linie als kiirzester Verbindung zweiatki®e
anstellte, zu einer Geometrie, in welcher nichtBasallelenaxiom gilt, wahrend alle Ubrigen Axioder
Minkowskischen Geometrie erfillt sind. Wegen dechtigen Rolle, die der Satz von der Geraden alzddier
Verbindung zweier Punkte und der im wesentlichequaglente Satz von Euklid Uber die Seiten einesidaks
nicht nur in der Zahlentheorie, sondern auch inTdexorie der FlAchen und in der Variationsrechrgpiglt,
und da ich glaube, daR die eingehendere UntersgatemBedingungen fir die Glltigkeit dieses Saetenso
auf den Begriff der Entfernung wie auch noch aufeaa elementaren Begriffe z.B. den Begriff der Eband
die Moglichkeit ihrer Definition mittelst des Betfds der Geraden ein neues Licht werfen wird, sclegint mir
die Aufstellung und systematische Behandlung darmidglichen Geometrien wiinschenswert.

Im Fall der Ebene und unter Zugrundelegung desgB&tsaxioms fihrt das genannte Problem auf die vo
Darboux (Lecons sur la théorie générale des sisf&d 3, Paris 1894, S. 54.) behandelte Frage, all
Variationsprobleme in der Ebene zu finden, fur Wwelsamtliche Geraden der Ebene die Lésungen sime -
Fragestellung, die mir weitgehender Verallgemeingan (\Vgl. die interessanten Untersuchungen von A.
Hirsch, Mathematische Annalen, Bd. 49 und 50.)dahid wirdig erscheint.

5. Lies Begriff der continuirlichen Transformatigmappe ohne die Annahme der Differenzirbarkeitdier
Gruppe definirenden Functionen.

Lie hat bekanntlich mit Hinzuziehung des Begrifés dontinuirlichen Transformationsgruppe ein System
Axiomen fiir die Geometrie aufgestellt und auf Greether Theorie der Transformationsgruppen bewjatzh
dieses System von Axiomen zum Aufbau der Geomktnieicht. Da Lie jedoch bei Begriindung seiner Tleeo
stets annimmt, daR3 die die Gruppe definirenden tmen differenzirt werden kénnen, so bleibt in den
Lieschen Entwickelungen unerdrtert, ob die AnnaliexeDifferenzirbarkeit bei der Frage nach den Axéom
der Geometrie thatsachlich unvermeidlich ist odelhtrvielmehr als eine Folge des Gruppenbegrifid der
Ubrigen geometrischen Axiome erscheint. Diese Uegeng, sowie auch gewisse Probleme hinsichtlich de
arithmetischen Axiome legen uns die allgemeineeg&mahe, in wieweit der Liesche Begriff der
continuirlichen Transformationsgruppe auch ohneakmme der Differenzirbarkeit der Functionen unserer
Untersuchung zuganglich ist. Bekanntlich definikt Hie endliche continuirliche Transformationsgregts ein
System von Transformationen

xi' = fi(x1,...,xn ; al,...,ar) (i=1,...,n)
von der Beschaffenheit, dal3 zwei beliebige Tramsétionen,
xi' = fi(x1,...,xn ; al,...,ar) und xi"=fi{X...,xn"; bl,...,br)

des Systems nacheinander ausgefiihrt, eine Trarsformergeben, welche wiederum dem System angahdrt
sich mithin in der Form

xi" = fi(f1(x,a),...,fn(x,a);bl,...,br) = fi(x1,,xn ; c1,...,cr)

darstellen 1aRt, wo c1,...,cr gewisse Functionema/m....,ar ; bl,...,br sind. Die Gruppeneigenddiradet mithin
ihren Ausdruck in einem System von Functionalglergien und erfordert an sich fir die Functionen.ff,
cl,...,cr keinerlei ndhere Beschrankung. Doch digere Behandlungsweise jener Functionalgleichumge
Lie, namlich die Ableitung der bekannten grundletgmDifferentialgleichungen, setzt notwendig dietigkeit
und Differenzirbarkeit der die Gruppe definirendamctionen voraus.



Was zunachst die Stetigkeit betrifft, so wird mawif} an dieser Forderung zunachst festhalten nsicho
Hinblick auf die geometrischen und arithmetischemwAndungen, bei denen die Stetigkeit der in Frage
kommenden Functionen als eine Folge des Stetigkains erscheint. Dagegen enthélt die Differenzicbia
der die Gruppe definirenden Functionen eine Forttgrdie sich in den geometrischen Axiomen nur aaght
gezwungene und complicirte Weise zum Ausdruck ern@f3t, und es entsteht mithin die Frage, ob m@ithéa
durch Einfuhrung geeigneter neuer Veranderlicher Rarameter die Gruppe stets in eine solche Ubérgef
werden kann, fur welche die definirenden Functiodifierenzirbar sind, oder ob wenigstens unter Hfiigung
gewisser einfacher Annahmen eine Ueberfiihrungdrddr Lieschen Methode zuganglichen Gruppen méglich
ist. Die Zurtickfuhrung auf analytische Gruppemisth einem von Lie (Lie-Engel, Theorie der
Transformationsgruppen, Bd. 3, Leipzig 1893) aufgtien und von Schur (Ueber den analytischen Gdtara
der eine endliche continuirliche Transformationgge darstellenden Functionen. Mathematische Ann8lén
41.) zuerst bewiesenen Satze stets dann moglibajdsdie Gruppe transitiv ist und die Existenz elesten und
gewisser zweiter Ableitungen der die Gruppe dedfimilen Functionen vorausgesetzt wird.

Auch fir unendliche Gruppen ist, wie ich glaube, dntersuchung entsprechenden Frage von Interesse.
Ueberhaupt werden wir auf das weite und nicht @en@gsante Feld der Functionalgleichungen gefuiert, d
bisher meist nur unter der Voraussetzung der [ffeirbarkeit der auftretenden Functionen untersweinden
sind. Insbesondere die von Abel (Werke, Bd. 1 $11389.) mit so vielem Scharfsinn behandelten
Functionalgleichungen, die Differenzengleichunged andere in der Litteratur vorkommende Gleichungen
weisen an sich nichts auf, was zur Forderung UliferBnzirbarkeit der auftretenden Functionen zwingnd
bei gewissen Existenzbeweisen in der Variationsrecf fiel mir direkt die Aufgabe zu, aus dem Besteh
einer Differenzengleichung die Differenzirbarkedtrdetrachteten Function beweisen zu missen.dn diesen
Fallen erhebt sich daher die Frage, inwieweit atigaAussagen, die wir im Falle der Annahme diffeidrarer
Functionen machen kénnen, unter geeigneten Motiifikean ohne diese Voraussetzung gultig sind.

Bemerkt sei noch, daf? H. Minkowski in seiner vorfp@gmannten ~~Geometrie der Zahlen" von der
Functionalungleichung

f(x1 + y1,...,xn + yn) <= f(x1,...,xn) + f(yl,..ny

ausgeht und aus dieser in der That die ExistenzsgewDifferentialquotienten fir die in Betrachinkmenden
Functionen zu beweisen vermag.

Andererseits hebe ich hervor, dalR es sehr wohytistie Functionalgleichungen giebt, deren einkiggungen
nichtdifferenzirbare Functionen sind. Beispielswdiann man eine eindeutige stetige nichtdifferdazi
Function g(x) construiren, die die einzige Losumgier Functionalgleichungen

g(xta) - g(x)=f(x) und g(x+b)-g(x)=0

darstellt, wo a, b zwei reelle Zahlen und f(x) €fiiiealle reellen Werte von x reguléare analytiselreeutige
Function bedeutet. Man gelangt am einfachsten lohhao Functionen mit Hulfe trigonometrischer Reildemch
einen ahnlichen Gedanken, wie ihn Borel nach giivgsten Mitteilung von Picard (Quelques théories
fondamentales dans I'analyse mathématique. Comgsdaites a Clark-University. Revue générale adésnBes
1900. S. 22.) zur Construction einer doppelpertis nichtanalytischen Lésung einer gewissen arahgn
partiellen Differentialgleichung benutzt hat.

6. Mathematische Behandlung der Axiome der Physik

Durch die Untersuchungen ber die Grundlagen dent@érie wird uns die Aufgabe nahegelegt, nach diese
Vorbilde diejenigen physikalischen Disciplinen axiatisch zu behandeln, in denen schon heute diedvtettik
eine hervorragende Rolle spielt; dies sind in eisige die Wahrscheinlichkeitsrechnung und die keeuk.

Was die Axiome der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Bglhimann, Ueber Versicherungsmathematik 2te
Vorlesung aus Klein und Riecke, Ueber angewandtthéfaatik und Physik, Leipzig und Berlin 1900) artgeh
so scheint es mir wiinschenswert, daf3 mit der lbgis¢Jntersuchung derselben zugleich eine strenge un
befriedigende Entwickelung der Methode der mittievéerte in der mathematischen Physik, specielkin d
kinetischen Gastheorie Hand in Hand gehe.



Ueber die Grundlagen der Mechanik liegen von plafsikher Seite bedeutende Untersuchungen vor; ébew
hin auf die Schriften von Mach, (Die Mechanik imghEntwickelung, Leipzig, zweite Auflage. LeipZi§89)
Hertz (Die Principien der Mechanik, Leipzig 1894)l@mann, (Vorlesungen Uber die Principien der Medk,
Leipzig 1897) und Volkmann; (Einfihrung in das Stud der theoretischen Physik, Leipzig 1900) esladter
sehr wiinschenswert, wenn auch von den MathematikerBrérterung der Grundlagen der Mechanik
aufgenommen wirde. So regt uns beispielsweise disnBannsche Buch tber die Principe der Mechanjk an
die dort angedeuteten Grrenzprocesse, die vontoerisiischen Auffassung zu den Gesetzen lber dieBeg
der Continua fiihren, streng mathematisch zu begriindd durchzufihren. Umgekehrt kénnte man die
Bewegung Uber die Gesetze starrer Korper durchZprenesse aus einem System von Axiomen abzuleiten
suchen, die auf der Vorstellung von stetig veralichesn, durch Parameter zu definirenden Zustandesalen
ganzen Raum stetig erflllenden Stoffes beruhendoish die Frage nach der Gleichberechtigung verdeher
Axiomensysteme stets von hohem principiellen Irgeee

Soll das Vorbild der Geometrie fiir die Behandlueg physikalischen Axiome maf3gebend sein, so wenden
versuchen, zunachst durch eine geringe Anzahl voanfen eine méglichst allgemeine Klasse physikalsc
Vorgange zu umfassen und dann durch Adjunktion nAm®me der Reihe nach zu den specielleren Theaorie
zu gelangen - wobei vielleicht ein Einteilungspijnaus der so tiefsinnigen Theorie der unendlichen
Transformationsgruppen von Lie entnommen werdemkAnch wird der Mathematiker, wie er es in der
Geometrie gethan hat, nicht bloR die der Wirklighkahe kommenden, sondern Uberhaupt alle logisch
maoglichen Theorien zu berlicksichtigen haben und stgrauf bedacht sein, einen vollstandigen Ueloiriiber
die Gesamtheit der Folgerungen zu gewinnen, digeasxle angenommene Axiomensystem nach sich zieht.

Ferner fallt dem Mathematiker in Erganzung der fafschen Betrachtungsweise die Aufgabe zu, jddals
genau zu prifen, ob das neu adjungirte Axiom mit fdiégheren Axiomen nicht in Widerspruch steht. Der
Physiker sieht sich oftmals durch die Ergebnissgesdéxperimente gezwungen, zwischendurch und wighre
der Entwickelung seiner Theorie neue Annahmen ztheva indem er sich betreffs der Widerspruchslastgk
der neuen Annahmen mit den friiheren Axiomen lechiggiuf eben jene Experimente oder auf ein gewisses
physikalisches Gefiihl beruft - ein Verfahren, weklheim streng logischen Aufbau einer Theorie rstatthaft
ist. Der gewiinschte Nachweis der Widerspruchslesighler gerade gemachten Annahmen erscheintuoin a
deshalb von Wichtigkeit, weil das Bestreben, eis@ichen Nachweis zu fihren, uns stets am wirksamzste
einer exakten Formulirung der Axiome selbst zwingt.

Wir haben bisher lediglich Fragen uber die Grundfagathematischer Wissenszweige bertcksichtigtetn
That ist die Beschaftigung mit den Grundlagen sugsenschaft von besonderem Reiz und es wird dituRy
dieser Grundlagen stets zu den vornehmsten Aufgdéefrorschers gehdren. Das “Endziel" so hatréfess
einmal gesagt, “welches man stets im Auge behailtdd, besteht darin, dal? man tber die Fundamente de
Wissenschatft ein sicheres Urteil zu erlangen suche€'Um Uberhaupt in die Wissenschaften einngbn, ist
freilich die Beschaftigung mit einzelnen ProblenueerlaBlich.” In der That bedarf es zur erfolgneit
Behandlung der Grundlagen einer Wissenschaft aesiegenden Verstandnisses ihrer speziellen Theoniar
der Baumeister ist im Stande, die Fundamente fiilGeibaude sicher anzulegen, der die Bestimmung des
Gebaudes selbst im Einzelnen grindlich kennt. Salee wir uns nunmehr zu speciellen Problemen eiezel
Wissenszweige der Mathematik und bericksichtigdreidaunachst die Arithmetik und die Algebra.

7. Irrationalitat und Transcendenz bestimmter Zahle

Hermites arithmetische Satze lber die Exponentiatfan und ihre Weiterfihrung durch Lindemann siied
Bewunderung aller mathematischen Generationenrsidber zugleich erwachst uns die Aufgabe, auf dem
betretenen Wege fortzuschreiten. Ich méchte daherkdasse von Problemen kennzeichnen, die meiner
Meinung nach als die nachstliegenden hier in Ahgtifnehmen sind. Wenn wir von speciellen, in dealjsis
wichtigen transcendenten Functionen erkennen, iga@rsgewisse algebraische Argumente algebrai¥¢bee
annehmen, so erscheint uns diese Thatsache stétssainders merkwurdig und der eingehenden Untarsgc
wiurdig. Wir erwarten eben von transcendenten Fankti, dal sie fir algebraische Argumente im Allgeare
auch transcendente Werte annehmen, und obgleiclvaimsekannt ist, dal® es thatsacblich ganze tesntsmte
Functionen giebt, die fur alle algebraischen Argnteesogar rationale Werte besitzen, so werdensaitoeh fur
héchst wahrscheinlich halten, dal3 z.B. die Expdakunction eir z die offenbar flr alle rationalen Argumente
z stets algebraische Werte hat, andrerseits féiiraditionalen algebraischen Argumente z stetst@amdente
Zahlenwerte annimmt. Wir kénnen dieser Aussage aunhgeometrische Einkleidung geben, wie folgtnwe
in einem gleichschenkligen Dreieck das Verhaltais Basiswinkel zum Winkel an der Spitze algebraisdter
nicht rational ist, so ist das Verhéltnis zwisclBasis une Schenkel stets transcendent. Trotz aéadbiheit
dieser Aussage und der Aehnlichkeit mit den vomtiterund Lindemann gelésten Problemen halte icthdoc



den Beweis dieses Satzes fir auBerst schwierigsebeie etwa den Nachweis dafir, daf3 die Poteffidradine
algebraische Basis a und einen algebraisch ir@gorExponenten b, z.B. die Zahl 22 % oderé-2i, stets
eine transcendente oder auch nur eine irratioraité darstellt. Es ist gewil3, dal3 die Lésung dieser
ahnlicher Probleme uns zu ganz neuen Methodenwmnéwuen Einblicken in das Wesen specieller irrafien
und transcendenter Zahlen fihren muf3.

8. Primzahlenprobleme

In der Theorie der Verteilung der Primzahlen simdi@uerer Zeit durch Hadamard, de la Vallée Pousgsin
Mangoldt und Andere wesentliche Fortschritte gerhadrden. Zur vollstandigen Losung der Probleme,utfis
die Riemannsche Abhandlung ““Ueber die Anzahl denZhlen unter einer gegebenen GréRe" gesta/lista
es jedoch noch nétig, die Richtigtigkeit der auBeishtigen Behauptung von Riemann nachzuweised,dila
Nullstellen der Function zeta(s), die durch dieHeei

zeta(s) =1+ 1/2s+ 1/3s + 1/4s + ...

dargestellt wird, samtlich den reellen Bestandtehaben - wenn man von den bekannten negativ daligza
Nullstellen absieht. Sobald dieser Nachweis gelange so wirde die weitere Aufgabe darin besteten,
Riemannsche unendliche Reihe fiir die Anzahl den®xhlen genauer zu prifen und insbesondere zu
entscheiden, ob die Differenz zwischen der Anz&hlRtimzahlen unterhalb einer Gré3e x und dem
Integrallogarithmus von x in der That von nicht &i#r als der Y%ten Ordnung in x unendlich wird, ferder,
ob dann die von den ersten complexen Nullstellerdaction zeta(s) abhdngengen Glieder der Rienchens
Formel wirklich die stellenweise Verdichtung demfPzahlen bedingen, welche man bei den Zahlungen der
Primzahlen bemerkt hat.

Nach einer erschépfenden Diskussion der Riemanndetimmzahlenformel wird man vielleicht dereinstlie
Lage kommen, an die strenge Beantwortung des Ansblen Goldbach (Vgl. P. Stackel: Ueber Goldbach's
empirisches Theorem. Nachrichten der K. Ges. dsWis Géttingen 1896 und Landau, ebenda 1900} hemge
ob jede gerade Zahl als Summe zweier Primzahlesiadifyar ist, ferner an die bekannte Frage, olmesdiich
viele Primzahlenpaare mit der Differenz 2 giebtrogler an das allgemeinere Problem, ob die lineare
Diophantische Gleichung

ax+by+c =0
mit gegebenen ganzzahligen paarweise teilerfremaafficienten a, b, ¢ stets in Primzahlen x, y &isbt.

Aber von nicht geringerem Interesse und vielleight noch gro3erer Tragweite erscheint mir die Abégalie
fur die Verteilung der rationalen Primzahlen gewemen Resultate auf die Theorie der Verteilung der
Primideale in einem gegebenen Zahlkérper k zu tdgeh - eine Aufgabe, die auf das Studium der dem
Zahlkérper zugehdrigen Function

zetak(s) = Summe(1/n(j)s)

hinauslauft, wo die Summe Uber alle Ideale j deebenen Zahlkdrpers k zu erstrecken ist und néNairm
des Ideals j bedeutet.

Ich nenne noch drei speciellere Probleme aus daedgneorie, namlich eines lber die Reciprocitétstse,
eines Uber diophantische Gleichungen und ein drittes dem Gebiete der quadratischen Formen.

9. Beweis des allgemeinsten Reziprozitatsgesetzéreiiebigen Zahlkérper

Fir einen beliebigen Zahlkorper soll das Recipétsgesetz der I-ten Potenzreste bewiesen werdem, egne
ungerade Primzahl bedeutet und ferner, wenn IRatenz von 2 oder eine Potenz einer ungeraden &hirigt.
Die Aufstellung des Gesetzes, wie die wesentlidhalismittel zum Beweise desselben werden sich,ietie
glaube, ergeben, wenn man die von mir entwickettecfie des Korpers der | ten Einheitswurzeln {Betrider
Deutschen Mathematiker-Vereinigung tUber die Thedeiealgebraischen Zahlkérper, Bd. 1V, 1897. Fiinfte
Teil} und meine Theorie {Mathematische Annalen, Bd.und Nachrichten der K. Ges. d. Wiss. zu Gé#img
1898} des relativ-quadratischen Kdrpers in geharijeise verallgemeinert.

10. Entscheidung der Losbarkeit einer Diophantisdkeichung.



EineDiophantische Gleichung mit irgemelchen Unbekannten und mit ganzen rationalen
Zahlencoefficienten sei vorgelegt: man soll einfalleren angeben, nach welchem sich mittelst eindlicen
Anzahl von Operationen entscheiden. 1a3t, ob decBlng in ganzen rationalen Zahlen l6sbar ist.

11. Quadratische Formen mit beliebigen algebrais@ahlencoeffizienten.

Unsere jetzige Kenntnis der Theorie der quadragis@ahlkodrper {Hilbert, Ueber den Dirichletschen
biguadratischen Zahlenkdrper, Mathematische Anpd&en45; Ueber die Theorie der relativquadratische
Zahlkoérper, Bericht der Deutschen Mathematiker-Vfégeing 1897 und Mathematische Annalen. Bd. 51 ;
Ueber die Theorie der relativ-Abelschen Korper, iNahten d. K. Ges. d. Wiss. zu Goéttingen 1898;r@tagen
der Geometrie, Festschrift zur Enthiillung des Gaeber-Denkmals in Gottingen, Leipzig 1899, Kapitdl

§ 83} setzt uns in den Stand, die Theorie der catathen Formen mit beliebig vielen Variabeln uetidbigen
algebraischen Zahlencoefficienten erfolgreich irghif zu nehmen. Damit wird insbesondere zu der
interessanten Aufgabe, eine quadratische Gleicbeligbig vieler Variabeln mit algebraischen
Zahlencoeffizienten in solchen ganzen oder gebmam&ahlen zu |6sen, die in dem durch die Coefiiein
bestimmten algebraischen Rationalitétsbereicheggalsind.

Den Uebergang zur Algebra und Functionentheorieenttzg folgende wichtige Problem bilden.

12. Ausdehnung des Kronekerschen Satzes Uber AgeliGirper auf einen beliebigen algebraischen
Rationalitatsbereich

Von Kronecker ruhrt der Satz her, dal jeder Abestihlkorper im Bereich der rationalen Zahlen durch
Zusammensetzung aus Kérpern von Einheitswurzebteahit Dieser fundamentale Satz aus der Theorie der
ganzzahligen Gleichungen enthalt zwei Aussagenlicim

erstens wird durch denselben die Frage nach deat\nind Existenz derjenigen Gleichungen beantwattet
einen vorgeschriebenen Grad, eine vorgeschriebbréséhe Gruppe und eine vorgeschriebene Diskrintgnan
in Bezug auf den Bereich der rationalen Zahlentbessj und

zweitens wird behauptet, dal3 die Wurzeln solcheiocBungen einen Bereich algebraischer Zahlen hilden
genau mit demjenigen Bereiche Ubereinstimmt, dem enbalt, wenn man in der Exponentialfunctiom eifur
das Argument z der Reihe nach alle rationalen Zavdete eintragt.

Die erste Aussage betrifft die Frage der Bestimnymgisser algebraischer Zahlen durch ihre Grupjpeihne
Verzweigung; diese Frage entspricht also dem bakarfProblem der Bestimmung algebraischer Funetianen
gegebener Riemannscher Flache. Die zweite Ausgziget die verlangten Zahlen durch ein transcereient
Mittel, namlich durch die Exponentialfunctionzek.

Da nachst dem Bereiche der rationalen Zahlen dexi@eder imaginéren quadratischen Zahlkorper der
einfachste ist, so entsteht die Aufgabe, den Kreerschen Satz auf diesen Fall auszudehnen. Kronsekest
hat die Behauptung ausgesprochen, daf3 die Abelsaleithungen im Bereiche eines quadratischen Kérper
durch die Transformationsgleichungen der elliptsstRunctionen mit singularen Moduln gegeben wersen,
daf hiernach die elliptische Function die Rolle Bigponentialfunction im vorigen Falle tbernimmt.rBeweis
der Kroneckerschen Vermutung ist bisher nicht eftiravorden; doch glaube, ich, daf3 derselbe auf &dan
von H. Weber entwickelten Theorie der complexenthlikation unter Hinzuziehung der von mir aufgeita
rein arithmetischen Satze ber Klassenkorper ohmebéiche Schwierigkeiten gelingen muf3.

Von der héchsten Bedeutung endlich erscheint reiAdisdehnung des Kroneckerschen Satzes auf derd&ll
an Stelle des Bereichs der rationalen Zahlen oegirdaginaren quadratischen Zahlenbereiches abigsr
algebraischer Zahlkorper als Rationalitétsbereickbrminde gelegt wird; ich halte dies Problem finesider
tiefgehendsten und weittragendsten Probleme dde#@abnd Functionentheorie.

Das Problem erweist sich von mannigfachen Seitsrabuzuganglich. Den wichtigsten Schlussel zuubgs
des arithmetischen Teils dieses Problemes erbiatken dem allgemeinen Reciprocitatsgesetze danm | t
Potenzreste innerhalb eines beliebig vorgelegtdkdegpers. Was den functionentheoretischen Teil des
Problems betrifft, so wird sich der Forscher agfséim so anziehenden Gebiete durch die merkwurdigen
Analogieen leiten lassen, die zwischen der Thetgfealgebraischen Functionen einer Veranderlicmehder
Theorie der algebraischen Zahlen bemerkbar sind. Abalogon zur Potenzreihenentwickelung einer



algebraischen Function in der Theorie der algebhais Zahlen hat Hensel {Elliptische Functionen und
algebraische Zahlen, Braunschweig 1891} aufgestatituntersucht und das Analogon fiir den Riemann-
Rochschen Satz hat Landsberg {Jahresberichte deés@en Mathematiker-Vereinigung VI, sowie eine
demnéchst in den Mathematischen Annalen erschegnartikit: Ueber die Entwickelung der algebraischen
Zahlen in Potenzreihen} behandelt. Auch die Anaagvischen dem Begriff des Geschlechts einer
Riemannschen Flache und dem Begriff der Klassemhenzes Zahlkdrpers fallt ins Auge. Betrachten, wimn
nur den einfachsten Fall zu berthren, eine Rienwr@nBlache vom Geschlecht p = 1 und andrerseigmein
Zahlkorper von der Klassenanzahl h = 2, so entspdem Nachweise der Existenz eines berall eretich
Integrals auf der Riemannschen Fléache der Nachiegi&xistenz einer ganzen Zahl a im Zahlkorperydie
solcher Art ist, daf? die Zahl a%2 einen relativ uaweigten quadratischen Kérper in Bezug auf dem@kérper
darstellt. In der Theorie der algebraischen Funetiodient bekanntlich zum Nachweise jenes Riemduemsc
Existenzsatzes die Methode der Randwertaufgabé;iawder Theorie der Zahlkdrper bietet der Nachwieis
Existenz jener Zahl a gerade die meiste SchwieitigReeser Nachweis gelingt mit wesentlicher Hdies
Satzes, dal es im Zahlkorper stets Primideale anffeschriebenen Restcharakteren giebt; die letZtesesache
ist also das zahlentheoretische Analogon zum Rargredlem.

Die Gleichung des Abelschen Theorems in der Thetmiealgebraischen Functionen sagt bekanntlich die
notwendige und hinreichende Bedingung dafir aus,dik betreffenden Punkte der Riemannschen Fldehe d
Nullstellen einer algebraischen zur Flache geharigenction sind; (das genaue Analogon des Abelschen
Theorems ist in der Theorie des Zahlkorpers vorKiessenanzahl h = 2 die Gleichung des quadratische
Reciprocitatsgesetzes {Vgl. Hilbert, Ueber die Titreder relativ-Abelschen Zahlkdrper, Nachrichten K.
Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1898}

(@) = +1

welche aussagt, daf3 das Ideal j dann und nur dariteeiptideal des Zahlkorpers ist, wenn jene ZahlBezug
auf das Ideal j einen positiven quadratischen Restdkter besitzt.

Wie wir sehen, treten in dem eben gekennzeichrieteblem die drei grundlegenden Disciplinen der
Mathematik, ndmlich Zahlentheorie, Algebra und Riamentheorie in die innigste gegenseitige Beriigrund
ich bin sicher, daf3 insbesondere die Theorie dalyaschen Functionen mehrerer Variabelen eine niéshe
Bereicherung erfahren wiircle, wenn es gelangegnigggn Functione aufzufinden und zu diskutierea fudi
einen beliebigen algebraischen Zahlkorper die eatsiende Rolle spielen, wie die Exponentialfunfiomden
Kdrper der rationalen Zahlen und die elliptischeddidunction fiir den imaginaren quadratischen Zatgké.

Wir kommen nun zur Algebra; ich nenne im FolgendenProblem aus der Gleichungstheorie und einds, au
welches mich die Theorie der algebraischen Invegiagefihrt hat.

13. Unmdglichkeit der Lésung der allgemeinen Gleiah 7ten Grades mittelst Functionen von nur 2
Argumenten.

Die Nomographie {M. d'Ocagne, Traité de NomograpBRaris 1899} hat die Aufgabe Gleichungen mittelst
gezeichneter Curvenschaaren zu lésen, die von aivikiirlichen Parameter abhdngen. Man sieht spftafl
jede Wurzel einer Gleichung, deren Coefficientenvan zwei Parametern abhangen, d. h. jede Funeton
zwei unabhangigen Veranderlichen auf mannigfaches&\&urch das der Nomographie zu Grunde liegende
Princip darstellbar ist. Ferner sind durch dieséscip offenbar auch eine grofRe Klasse von Funetiovon drei
und mehr Veranderlichen darstellbar, namlich allgethigen Functionen, die man dadurch erzeugen,ldafh
man zunéachst eine Function von zwei Argumenterebildann jedes dieser Argumente wieder gleich
Functionen von zwei Argumenten einsetzt, an detelleSviederum Functionen von zwei Argumenten trate
s. f., wobei eine beliebige endliche Anzahl vonsElmachtelungen der Functionen zweier Argumentatest
ist. So gehort beispielsweise jede rationale Fanoton beliebig vielen Argumenten zur Klasse diekech
nomographische Tafeln construirbaren Functionenndge kann durch die Prozesse der Addition, Sotibra,
Multiplikation und Division erzeugt werden, und ggdlieser Prozesse reprasentirt eine Function uoawei
Argumenten. Man sieht leicht ein, daf3 auch die Wuaraller Gleichungen, die in einem nattrlichen
Rationalitatsbereiche durch Wurzelziehen auflésibad, zu der genannten Klasse von Functionen gahdesn
hier kommt zu den vier elementaren Rechnungsopaetinur noch der ProzelR des Wurzelziehens hirezyad
lediglich eine Function eines Argumentes repragemesgleichen sind die allgemeinen Gleichungem bind
6ten Grades durch geeignete nomographische Tafétishar; denn diese kénnen durch solche
Tschirnhausentransformationen, die ihrerseits rusziehen von Wurzeln verlangen, in eine Form gdtirac
werden, deren Coefficienten nur von zwei Parametbhiéngig sind.



Wabhrscheinlich ist nun die Wurzel der Gleichungn@rades eine solche Function ihrer Coefficientés nicht
zu der genannten Klasse nomographisch construirbarectionen gehért, d. h. die sich nicht durcteein
endliche Anzahl von Einschachtelungen von Functiangeier Argumente erzeugen laft. Um dieses
einzusehen, ware der Nachweis dafiir nétig, daGtlizhung 7ten Grades

f7+xf3+yf2+zf+1=0

nicht, mit Hulfe beliebiger stetiger Functionen vaur zwei Argumenten I6sbar ist. Dal3 es Giberhaupt
analytische Functionen von drei Argumenten x,yiebg die nicht durch endlich-malige Verkettung von
Functionen von nur zwei Argumenten erhalten weldismen, davon habe ich mich, wie ich noch bemerken
mochte, durch eine strenge Ueberlegung tUberzeugt.

14. Nachweis der Endlichkeit gewisser voller Funmutinsysteme

In der Theorie der algebraischen Invarianten vestie wie mir scheint, die Fragen nach der Endlithialer
Formensysteme ein besonderes Interesse. Es istirggel. Maurer {Vgl. Sitzungsberichte der K. Aladie
der Wiss. zu Minchen 1899 und eine demnéachst imadghematischen Annalen erscheinende Arbeit}
gelungen, die von P. Gordan und mir bewieseneniéhidlitsséatze der Invariantentheorie auf den Fall
auszudehnen, daf3 nicht, wie in der gewohnlichearlaxtentheorie, die allgemeine projektive Grugmsdern
eine beliebige Untergruppe der Definition der In@aten zu Grunde gelegt wird.

Die Beschaftigung mit der Frage nach der Endlidhtter Invarianten hat mich auf ein einfaches Proble
gefihrt, welches jene Frage nach der Endlichkeitrdearianten als besonderen Fall in sich enthéld, zu
dessen Losung wahrscheinlich eine erheblich feiAebildung der Theorie der Elimination und der
Kroneckerschen algebraischen Modulsysteme nétiglissie bisher gelungen ist.

Es seien eine Anzahl m von ganzen rationalen Fameti X1,X2,...,Xm der n Variabeln x1,x2,...,xn velegt:

(S) X1 =f1(x1,...,xn)
X2 =1f2(x1,...,xn)

Xm = fm(x1,...,xn)

Jede ganze rationale Verbindung von X1,X2,....Xmdwiffenbar durch Eintragung dieser Ausdriicke natlig
stets eine ganze rationale Function von x1,x3..s kann jedoch sehr wohl gebrochene rationatetiunen
von X1,X2,...,Xm geben, die nach Ausfuhrung jenebsitution (S) zu ganzen Functionen in x1,x2n..,x
werden. Eine jede solche rationale Function vorX21,.,Xm, die nach Ausflihrung der Substitution §&hz in
x1,x2,...,xn wird, mdchte ich eine relativganze &ion von X1,X2,...,Xm nennen. Jede ganze Functmm
X1,X2,...,Xm ist offenbar auch relativganz; ferimgrdie Summe, die Differenz und das Product nejatnzer
Functionen stets wiederum relativganz.

Das entstehende Problem ist nun zu entscheidess stets moglich ist, ein endliches System voriivganzen
Functionen von X1,X2,...,.Xm aufzufinden, durch dieh jede andere relativganze Function von X1,XXm in
ganzer rationaler Weise zusammensetzen lafl3t. ineiddas Problem noch einfacher formuliren, wenn wi
den Begriff des endlichen Integritatsbereichesi#irdgn. Unter einem endlichen Integritatsbereicheht@ich
ein solches System von Functionen verstehen, aleheva sich eine endliche Anzahl von Functionen
auswahlen laRt, mit deren Hilfe alle tGibrigen Funmdin des Systems in ganzer rationaler Weise auduitic
sind. Unser Problem lauft dann darauf hinaus, mere dal’ die samtlichen relativganzen Functionmesse
beliebigen Rationalitétsbereiches stets einen emeti Integritatsbereich bilden.

Es liegt auch nahe, das Problem zahlentheoretiseerdeinern, indem man die Coefficienten der gegeln
Functionen f1,f2,...,fm als ganze rationale Zaldanimmt und unter den relativganzen Functionen von
X1,X2,...,Xm nur solche rationalen Functionen dieseyumente versteht, die nach Ausfilhrung jener
Substitution (S) ganze rationale Functionen voxX1,,xn mit ganzen rationalen Coefficienten werde

Ein besonderer einfacher Fall dieses verfeinerteblBms ist der folgende: Gegeben seien m ganmaadé
Functionen X1,X2,...,Xm der einen Veranderlichemikganzen rationalen Coefficienten und ferner eine
Primzahl p. Man betrachte das System derjenigeregarationalen Functionen von x, welche sich in@estalt



G(X1,X2,...,.Xm)/ph

darstellen lassen, wo G eine ganze rationale Famder Argumente X1,X2,...,Xm und ph irgend ein¢éeRp
der Primzahl p ist. Frihere Untersuchungen von{lathematische Annalen, Bd. 36 S. 485} zeigen dann
unmittelbar, daR alle solchen Ausdriicke bei bestammExponenten h einen endlichen Integritatsbereich
bilden; die Frage ist aber hier, ob das Gleichédiicalle Exponenten h zugleich gilt, d.h. ob séohe endliche
Anzahl von solchen Ausdriicken auswahlen 1&Rt, ddielheder andere Ausdruck von jener Gestalt fijend
einen Exponenten h ganz und rational darstellbar is

Aus den Grenzgebieten zwischen Algebra und Geoenetiichte ich zwei Probleme nennen: das eine hetriff
den geometrischen Abzahlungskalkil und das zwitd@ dpologie algebraischer Curven und Flachen.

15. Strenge Begriindung von Schuberts Abzahlungiékalk

Das Problem besteht darin, diejenigen geometriséimezahlen strenge und unter genauer Feststellung de
Grenzen ihrer Gultigkeit zu beweisen, die inshesoa@&chubert {Kalkil der abzahlenden Geometriepigi
1879} auf Grund des sogenannten Princips der dietieage mittelst des von ihm ausgebildeten
Abzahlungskalkuls bestimmt hat. Wenn auch die eusilgebra die Durchfihrbarkeit der Eliminationsgesse
im Princip gewabhrleistet, so ist zum Beweise der&der abzéhlenden Geometrie erheblich mehr enflict,
namlich die Durchfihrung der Elimination bei besersdgeformten Gleichungen in der Weise, dal’ ded Gea
Endgleichungen und die Vielfachheit ihrer Losungi voraussehen Iaft.

16. Problem der Topologie algebraischer Curvenhkladhen

Die Maximalzahl der geschlossenen und getrenneétidgn Ziige, welche eine ebene algebraische Cutee n~
Ordnung haben kann, ist von Harnack {Mathematigemealen, Bd. 10} bestimmt worden; es entsteht die
weitere Frage nach der gegenseitigen Lage der Gziige in der Ebene. Was die Curven 6ter Ordnunghang
so habe ich mich - freilich auf einem recht umsli&ghén Wege - davon Uiberzeugt, dal3 die 11 Zigesidieach
Harnack haben kann, keinesfalls samtlich auRerr@iteinander verlaufen dirfen, sondern dal3 ein Zug
existiren muf3, in dessen Innerem ein Zug und iseleéeulierem neun Zige verlaufen oder umgekelne. Ei
grundliche Untersuchung der gegenseitigen LageéreMaximalzahl von getrennten Ziigen scheint mémsb
sehr von Interesse zu sein, wie die entsprechentErdlichung uber die Anzahl, Gestalt und Lage damti®i
einer algebraischen Flache im Raume - ist doctebisbch nicht einmal bekannt, wieviel Mantel eitéche
4ter Ordnung des dreidimensionalen Raumes im Maximirklich besitzt. {Vgl. Rohn, Flachen vierter
Ordnung, Preisschriften der Furstlich JablonowsiescGesellschaft, Leipzig 1886}

Im AnschluB3 an dieses rein algebraische Problenhtadch eine Frage aufwerfen die sich, wie mir gahe
mittelst der namlichen Methode der continuirlicl@mefficientenanderung in Angriff nehmen laf3t, uedeth
Beantwortung fur die Topologie der durch Differafgieichungen definirten Curvenschaaren von
entsprechender Bedeutung ist - ndmlich die Fragk dar Maximalzahl und Lage der Poincaréschen
Grenzcykeln (cycles limites) fur eine Differentildighung erster Ordnung und ersten Grades von alen:F

dy/dx = Y/X,
wo X, Y ganze rationale Funktionen nten Grades i sind, oder in homogener Schreibweise
X(y dz/dt - z dy/dt) + Y(z dx/dt - x dz/dt) + Z(xyddt - y dx/dt) =0

wo X, Y, Z ganze rationale homogene Functionen @eades von x, y, z bedeuten und diese als Furddioles
Parameters t zu bestimmen sind.

17. Darstellung definiter Formen durch Quadrate

Definit heifl3t eine solche ganze rationale Funktdar Form beliebig vieler Verénderlichen mit reelle
Coefficienten, die fur keine reellen Werte dieserdnderlichen negativ ausfallt. Das System alléniden
Funktionen verhalt sich invariant gegenutber denr&jmen der Addition und der Multiplikation; akeuch der
Quotient zweier definiten Funktionen ist - soferreime ganze Funktion der Veranderlichen wird ealefinite
Form. Das Quadrat einer jeden beliebigen Formfishbar stets eine definite Form; da aber, wiegeheigt
habe {Mathematische Annalen Bd. 82}, nicht jederitf Form durch Addition aus Formenquadraten
zusammengesetzt werden kann, so entsteht die Fdigéch fur den Fall ternarer Formen in bejahen@&nne



entschieden habe {Acta mathematica Bd. 17} -, @htrjede definite Form als Quotient von Summen von
Formenquadraten dargestellt werden kann. Zuglsiobsi fir gewisse Fragen hinsichtlich der Méglichke
gewisser geometrischer Konstruktionen wiinschenswaemvissen, ob die Coefficienten der bei der dltsig
zu verwendenden Formen stets in demjenigen Ratiiatslereiche angenommen werden dirfen, der duech d
Coefficienten der dargestellten Form gegeben igbgit, Grundlagen der Geornetrie, Leipzig 1899pK¥lI,
insbesondere § 38}.

Ich nenne noch eine geometrische Aufgabe.
18. Aufbau des Raumes aus congruenten Polyedern

Wenn man nach denjenigen Gruppen von Bewegungeerikbene fragt, fir die ein Fundamentalbereich
existirt, so fallt bekanntlich die Antwort sehr gsehieden aus, je nachdem die betrachtete Ebene die
Riemannsche (elliptische), Euklidische oder Lodaskiysche (hyperbolische) ist. Im Falle der éllighen
Ebene giebt es eine endliche Anzahl wesentlichchégdener Arten von Fundamentalbereichen und ebtrei
eine endliche Anzahl von Exemplaren congruenteeiBbe zur lickenlosen Ueberdeckung der ganzen Ebene
aus: die Gruppe besteht eben nur aus einer endlisheahl von Bewegungen. Im Falle der hyperbolische
Ebene giebt es eine unendliche Anzahl wesentlickchéedener Arten von Fundamentalbereichen, nardieh
bekannten Poincaréschen Polygone; zur lickenloséeideckung der Ebene ist eine unendliche Anzahl vo
Exemplaren congruenter Bereiche notwendig. Derd&allEuklidischen Ebene steht in der Mitte; denn in
diesem Falle giebt es nur eine endliche Anzahlwesentlich verschiedenen Arten von Bewegungsgrupgen
Fundamentalbereich; aber zur ltickenlosen Ueberaeciar ganzen Ebene ist eine unendliche Anzahl von
Exemplaren congruenter Bereiche notwendig.

Genau die entsprechenden Thatsachen gelten audfeidimensionalen Raume. Die Thatsache der Enddithk
der Bewegungsgruppen im elliptischen Raume ist eimeittelbare Folge eines fundamentalen Satze<von
Jordan {Journal fir Mathematik, Bd. 84 (1878) urtti 8ella Reale Accademia di Napoli 1880}, wonadh d
Anzahl der wesentlich verschiedenen Arten von ehdlh Gruppen linearer Substitutionen mit n Veralaten
eine gewisse endliche, von n abhéngige Grenze arschreitet. Die Bewegungsgruppen mit
Fundamentalbereich im hyperbolischen Raume sind~vimke und Klein in den Vorlesungen tber die Theor
der automorphen Funktionen {Leipzig 1897. Vgl, iesbndere Abschnitt |, Kap. 2-3} untersucht wordad u
endlich haben Fedorow {Symmetrie der regelméaRigeste®ne von Figuren 1890}, Schoenflies
{Krystallsysteme und Krystallstructur, Leipzig 18puind neuerdings Rohn {Mathematische Annalen B}. 5
den Beweis dafir erbracht, daf3 es im Euklidischawnfie nur eine endliche Zahl wesentlich verschiedene
Arten von Bewegungsgruppen mit Fundamentalberalit.gWwahrend nun die den elliptischen und
hyperbolischen Raum betreffenden Resultate und Bevethoden unmittelbar auch fiir den n-dimensionalen
Raum Geltung haben, so scheint die Verallgemeimedes den Euklidischen Raum betreffenden Satzes
erhebliche Schwierigkeiten zu bieten und es iseddie Untersuchung der Frage wiinschenswert, abasim
n-dimensionalen Euklidischen Raume nur eine enelishzahl wesentlich verschiedener Arten von
Bewegungsgruppen mit Fundamentalbereich giebt.

Ein Fundamentalbereich einer jeden Bewegungsgrapg@mmen mit den congruenten aus der Gruppe
entspringenden Bereichen liefert offenbar eine dindise Ueberdeckung des Raumes. Es erhebt si€natje,
ob ferner auch solche Polyeder existiren, die rathFundamentalbereiche von Bewegungsgrupperesaritr
und mittelst derer dennoch durch geeignete Aneiedagerung congruenter Exemplare eine liickenlose
Erfullung des ganzen Raumes mdglich ist. Ich waidedie hiermit in Zusammenhang stehende, fir die
Zahlentheorie wichtige und vielleicht auch der Rkymd Chemie einmal Nutzen bringende Frage hie, wan
unendlich viele Kérper von der gleichen vorgesdieieen Gestalt, etwa Kugeln mit gegebenem Radius ode
regulare Tetraeter mit gegebener Kante (bez. igasmhriebener Stellung) im Raume am dichtestereta
d.h. so lagern kann, daR3 das Verhéltnis des exfiiRaumes zum nichterfillten Raume maoglichst gre®adt.

Ueberblicken wir die Entwickelung der Theorie den€tionen im letzten Jahrhundert, so bemerken @rir v
Allem die fundamentale Rolle derjenigen Klasse Fonctionen, die wir heute als analytische Functione
bezeichnen - eine Klasse von Functionen, die wahédhd im Mittelpunkt des mathematischen Interesses
stehen wird.

Wir kdnnten nach sehr verschiedenen Gesichtspurgktsmer Fille aller denkbaren Functionen umfassend
Klassen herausheben, die einer besonders eingehtimiersuchung wirdig sind. Betrachten wir beispiglise
die Klasse derjenigen Functionen, die sich durchtdmliche oder partielle algebraische
Differentialgleichungen charakterisiren lassendigser Klasse von Functionen kommen, wie wir sofort



bemerken, gerade solche Functionen nicht vor, ubedar Zahlentheorie stammen und deren Erforschiung
uns von hdchsten Wichtigkeit ist. Beispielsweispigg die schon friiher erwahnte Function zeta(s)ekei
algebraischen Differentialgleichung, wie man leigtit Hulfe der bekannten Relation zwischen zetafs)
zeta(1-s) erkennen kann, wenn man den von Héldextfi¥matische Annalen, Bd. 28,} bewiesenen Satz
benutzt, dal die Function Gamma(x) keine algehnaigifferentialgleichung befriedigt. Ferner gendigt
durch die unendliche Reihe

zeta(s,X) = X + x2/2s + x3/3s + x4/4s + ...

definirte Function der beiden Veranderlichen s wpdie mit jener Function zeta(s) in enger Bezighsieht,
wahrscheinlich keiner partiellen algebraischen é&@#ghtialgleichung; bei der Untersuchung dieser ¢ raigd
man die Functionalgleichung zu benutzen haben:

X zetax(s,x) = zeta(s-1,x).

Wenn wir andrerseits, was aus arithmetischen undhg&ischen Griinden nahe liegt, die Klasse allgedigen
Functionen betrachten, welche stetig und unbegudifietenzirbar sind, so wirden wir bei deren Ustehung

auf das gefuigige Werkzeug der Potenzreihe undexuflinstand verzichten missen, daf3 die Functiorhdiiec
Wertezuordnung in jedem beliebig kleinen Gebietigddestimmt ist. Wahrend also die vorige Abgrergdes

Functionsgebietes zu, eng war, erscheint uns dissau weit.

Der Begriff der analytischen Function dagegen nirmmsich den ganzen Reichtum der fiir die Wisserfscha
wichtigsten Functionen auf, moégen sie aus der Zaidorie, aus der Theorie der Differentialgleichemgder
der algebraischen Functionalgleichungen, mégeawseder Geometrie oder der mathematischen Physik
stammen; und so fiihrt mit Recht die analytischeckan im Reiche der Functionen die unbedingte Héat.

19. Sind die Lésungen regularer Variationsproblste¢s notwendig analytisch?

Eine der begrifflich merkwirdigsten Thatsachenen é&lementen der Theorie der analytischen Funatione
erblicke ich darin, dal3 es partielle Differentiaighungen giebt, deren Integrale sédmtlich notwendmjytische
Functionen der unabhangigen Variabeln sind, dig, &l$rz gesagt, nur analytischer Lésungen fahid. dixie
bekanntesten partiellen DifferentialgleichungersdieArt sind die Potentialgleichung

fxx +fyy=0

und gewisse von Picard {Journal de I'école Polytapie 1890} untersuchte lineare Differentialgleingen,
ferner die Differentialgleichung

fxx + fyy = ef ,

die partielle Differentialgleichung der Minimalflae und andere. Die Mehrzahl dieser partiellen
Differentialgleichungen haben als Merkmal miteinandemein, daf? sie die Lagrangeschen
Differentialgleichungen gewisser Variationsproblesired und zwar solcher Variationsprobleme

Doppelintegral F(p,q,z;x,y) dx dy = Minimum, pEzx, q=2zy]
bei denen fir alle in Frage kommenden ArgumentdJdigleichung

Fpp Faq - (Fpg)2 >0

gilt, wahrend F selbst eine analytische Functibrvisr wollen ein solches Variationsproblem einukges
Variationsproblem nennen. Die reguléren Variatioobfeme sind es vornehmlich, die in der Geometrie,
Mechanik und mathematischen Physik eine Rolle spjeind es liegt die Frage nahe, ob alle Losungen
regularer Variationsprobleme stets notwendig aisaiie Functionen sein missen, d. h. ob jene Lagszihg
partielle Differentialgleichung eines regularen M#onsproblems die Eigenschatft hat, da,l3 sie nalyische
Integrale zulaRt - selbst wenn man, wie bei dencBletschen Potentialprobleme, der Function irgeetthe
stetige, aber nicht analytische Randwerte aufzwingt

Ich bemerke noch, daf3, es beispielsweise Flachemegativer constanter Gaussscher Krimmung giabt, d
durch stetige und fortgesetzt differenzirbare, atieht analytische Functionen dargestellt werdeithnend



wahrscheinlich jede Flach e von positiver consta@gussscher Krimmung stets notwendig eine anclhis
Flache sein muf3. Bekanntlich stehen ja auch diehElé positiver constanter Krliummung in engster Meling
mit dem regularen Variationsproblem, durch eineegssene Raumcurve eine Flache kleinsten Flacheltis
zu legen, die mit einer festen Flache durch dielickimn Raumcurve ein gegebenes Volumen abschlief3t.

20. Allgemeines Randwertproblem

Ein wichtiges Problem, welches mit dem eben geramim engem Zusammenhange steht, ist die Fragedgaich
Existenz von Losungen von partiellen Differentiaighungen mit vorgeschriebenen Randwerten. Die
scharfsinnigen Methoden von H.A.Schwarz, C. NeumamhPoincaré haben dieses Problem fir die
Differentialgleichung des Potentials im Wesentliclyelost, doch erscheinen diese Methoden im Allgeeme
nicht unmittelbar der Ausdehnung fahig auf den,faldem am Rande die Differentialquotienten oder
Beziehungen zwischen diesen und den Werten dettiBanmrgeschrieben sind, oder wenn es sich nioht u
Potentialflachen handelt, sondern etwa nach Flaklegnsten Flacheninhalts oder nach Flachen mistonier
positiver Gaussscher Kriimmung gefragt wird, diecdwine vorgelegte Raumcurve hindurch laufen ober G
eine gegebene Ringflache zu spannen sind. Ichbd@rzgugt, dald es moéglich sein wird, diese Existeneise
durch einen allgemeinen Grundgedanken zu fuhrdrderudas Dirichletsche Princip hinweist und des dann
vielleicht in den Stand setzen wird, der Frage nahdreten, ob nicht jedes regulare Variationsfmabeine
Loésung besitzt, sobald hinsichtlich der gegebenemngbedingungen gewisse Annahmen - etwa die Seétigk
und stickweise oftere Differenziirbarkeit, der €iie Randbedingungen malRgebenden Functionen -tesifidl
und noétigenfalls der Begriff der Lésung eine sirmg&e Erweiterung erfahrt. {Vgl. meinen Vortrag Ubas
Dirichletsche Princip. Jahresbericht der Deutsdlathematiker-Vereinigung VIl 1900, S. 184.}

21. Beweis der Existenz linearer Differentialgleinfgyen mit vorgeschriebener Monodromiegruppe.

Aus der Theorie der linearen Diferentialgleichungaheiner unabhangigen Veranderlichen z méchteaidh
ein wichtiges Problem hinweisen, welches wohl igfieiemann im Sinne gehabt hat, und welches dasteht,
zu zeigen, dal es stets eine lineare Differen@ielging der Fuchsschen Klasse mit gegebenen siegula
Stellen und einer gegebenen Monodromiegruppe diabtAufgabe verlangt also die Auffindung von n
Functionen der Variabeln z, die sich Uberall in d@mplexen z-Ebene regular verhalten, aul3er etwarin
gegebenen singularen Stellen: in diesen dirfenwsi®on endlich hoher Ordnung unendlich werden lugich
Umlauf der Variabeln z um dieselben erfahren steggigebenen linearen Substitutionen. Die Existelther
Differentialgleichungen ist durch Constantenzahlwadprscheinlich gemacht worden, doch gelang dengé
Beweis bisher nur in dem besonderen Falle, wo die2éIn der Fundamentalgleichungen der gegebenen
Substitutionen samtlich vom absoluten Betrage d.diesen Beweis hat L. Schlesinger {Handbuch dexcFie
der linearen Differentialgleichungen, Bd. 2, TelN@. 366} auf Grund der Poincaréschen Theorie der
Fuchsschen zeta-Functionen erbracht. Es wirdelafedie Theorie der linearen Diferentialgleichungén
wesentlich abgeschlosseneres Bild zeigen, wenaligiemeine Erledigung des bezeichneten Problengsgel

22. Uniformisirung analytischer Beziehungen mittelstomorpher Functionen.

Wie Poincaré zuerst bewiesen hat, gelingt die Unifsirung einer beliebigen algebraischen Beziehung
zwischen zwei Variabeln stets durch automorphe #famen einer Variabeln; d. h. wenn eine beliebige
algebraische Gleichung zwischen zwei Variabeln &lagf ist, so lassen sich fir dieselben stets solch
eindeutigen automorphen Functionen einer Variafietten, nach deren Einsetzung die algebraischeiBlag
identisch in dieser Variabeln erfillt ist. Die Viigg@meinerung dieses fundamentalen Satzes auf nicht
algebraische, sondern beliebige analytische Beagdmzwischen zwei Variabeln hat Poincaré {Bullekinla
Société Mathématique de France XI. 1883} ebenfaltsErfolg in Angriff genommen und zwar auf einem
vollig anderen Wege als derjenige war, der ihndesn anfangs genannten speciellen Probleme zum Ziele
fihrte. Aus Poincarés Beweis fir die Méglichkeit dmiformisirung einer beliebigen analytischen Béming
zwischen zwei Variabeln geht jedoch noch nicht bereb es mdglich ist, die eindeutigen Functionenreuen
Variabeln so zu wahlen, dal3, wahrend diese Vamatie$ regulére Gebiet jener Functionen durchlautth
wirklich die Gesamtheit aller regularen Stellen desyelegten, analytischen Gebildes zur Darstellygigngt.
Vielmehr scheinen in Poincarés Untersuchungen,sabgs von den Verzweigungspunkten, noch gewisse
andere im Allgemeinen unendlichviele diskrete 8telforgelegten analytischen Gebildes ausgenommeeiay
zu denen man nur gelangt, indem man die neue Marimwissen Grenzstellen der Functionen néheré Ein
Klarung und Losung dieser Schwierigkeit scheintimiAnbetracht der fundamentalen Bedeutung der
Poincaréschen Fragestellung duRRerst wiinschenswert.



Im Anschluf3 an dieses Problem bietet sich das Emobller Uniformisirung einer algebraischen odereédjen
analytischen Beziehung zwischen drei oder mehr ¢exep Veranderlichen - ein Problem, das bekannitich
zahlreichen besonderen Fallen lsbar ist, und &lcles die neueren Untersuchungen von Picard tber
algebraische Functionen von zwei Variabeln alskaitimene und bedeutsame Vorarbeiten in Anspruch zu
nehmen sind.

23. Weiterfuhrung der Methoden der Variationsrectghu

Bisher habe ich im Allgemeinen mdglichst bestimome specielle Probleme genannt, in der Erwagurigjeda
gerade die bestimmten und speciellen Probleme diadjns am meisten anziehen und von denen oft der
nachhaltigste EinfluB auf die Gesamtwissenschafjelt. Dennoch mdchte ich mit einem allgemeinen
Probleme schlieRen, namlich mit dem Hinweise aud ®isciplin, die bereits mehrmals in meinem Vaytra
Erwahnung fand - eine Disciplin, die trotz der dnlf@hen Férderung, die sie in neuerer Zeit durchéfétrass
erfahren hat, dennoch nicht die allgemeine Schatgemiel3t, die ihr meiner Ansicht nach zukommb-riteine
die Variationsrechnung. {Lehrbiicher sind: Moignawlel6f ~"Lecons du calcul des variations”, Pa861lund
A. Kneser, “Lehrbuch der Variationsrechnung",uBischweig 1900}

Die Variationsrechnung im weitesten Sinne ist déle vom Variiren der Functionen und erscheintalgs
solche wie eine denknotwendige Fortsetzung der@itél- und Integralrechnung. So aufgefaflit, bilden
beispielsweise die Poincaréschen UntersuchungardaiseDreikdrperproblem ein Kapitel der
Variationsrechnung, insofern darin Poincaré ausbeten Bahncurven von gewisser Beschaffenheit dimsh
Princip des Variirens neue Bahncurven von éhnli@feschaffenheit ableitet.

Den am Anfange meines Vortrags gemachten allgeméeenerkungen Uber Variationsrechnung fiige ich hier
eine kurze Begriindung hinzu.

Das einfachste Problem der eigentlichen Variatiectsnung besteht bekanntlich darin, eine Funktidery
Veranderlichen x derart zu finden, dal3 das besterinegral

J = Integralab F(yx ,y;x) dx, [yx=dy/dx]

einen Minimalwert erhalt im Vergleich zu denjenigéferten, die das Integral annimmt, wenn wir staahyere
Funktionen von x mit den namlichen gegebenen Ardangd Endwerten in das bestimmte Integral eingetze
Das Verschwinden der ersten Variation im Ublichem&

deltaJ=0

liefert fir die gesuchte Funktion y die bekanntéeédentialgleichung zweiter Ordnung

(1) dFyx /dx - Fy =0

Um nun des Naheren die notwendigen und hinreichrediéerien fiir das Eintreten des verlangten Mininsu
zu untersuchen, betrachten wir das Integral

J* = Integralab {F + (yx - p)Fp}dx [F=Fx) ]

und fragen, wie darin p als Funktion von x, y zimen ist, damit der Wert dieses Integrals J* vom de
Integrationswege d. h. von der Wahl der FunctiaeryVariabeln x unabhangig wird. Das Integral Jtdia
Form

J* = Integrala {Ayx - B} dx

wo A und B nicht yx enthalten, und das Verschwindenersten Variation

delta J*=0

in dem Sinne, den die neue Fragestellung erforliiefigrt die Gleichung

Ax+By=0



d.h. wir erhalten fiir die Funktion p der beiden &eterlichen x, y die partielle Differentialgleictgiarster
Ordnung

(1% (Fp)x+ (P Fp-Fy=0

Die gewohnliche Diferentialgleichung zweiter Ordgytt) und die eben gefundene partielle
Differentialgleichung (1*) stehen zu einander irgster Beziehung. Diese Beziehung wird uns unmételb
deutlich durch die folgende einfache Umformung:

delta J* = Integralab{Fy delta y+Fpdelta p+(deltadeita p)Fp+(yx-p)delta Fp}dx
= Integralab{{Fy delta y+delta yx+(yx-p)delta Fp}d
= delta J + Integralab (yx-p) delta Fp dx .

Wir entnehmen namlich hieraus folgende Thatsaclenn wir uns irgend eine einfache Schaar von
Integralcurven der gewdhnlichen Diferentialgleicuweiter Ordnung (1) verschaffen und dann eine
gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung

() yx = p(x,y)

bilden, die diese Integralcurven ebenfalls als Inggun zulaft, so ist stets die Funktion p(x,y) etedral der
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung X1tind umgekehrt, wenn p(x,y) irgend eine Lésung de
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung X bedeutet, so sind die samtlichen nicht singulémésgrale
der gewdhnlichen Differentialgleichung erster Ondg(2) zugleich Integrale der DifFerentialgleichuvgeiter
Ordnung (1); oder kurz ausgedriickt: wenn yx = p(gjpe Integralgleichung erster Ordnung der
Differentialgleichung zweiter Ordnung (1) ist, el p(x,y) ein Integral der partiellen Differealgleichugg
(1*) dar und umgekehrt; die Integralcurven der gemiithen Differentialgleichung zweiter Ordnung &lnd
also zugleich die Charakteristiken der partielléffdbentialgleichnng erster Ordnung (1%).

In dem vorliegenden Falle finden wir das namliclesiitat auch mittelst einer einfachen Rechnungediefert
uns namlich die in Rede stehenden Differentialgli@ngen (1) bez. (1*) in der Gestalt

(1) yxx Fyxyx + yx Fyxy + Fyxx - Fy =0
bez.
(1% (Px + p pY)Fpp + p Fpy + Fpx - Fy =0

wo die unteren Indices in leichtverstandlicher 8dhweise die partiellen Ableitungen nach x, y, pbgdeuten.
Hieraus leuchtet die Richtigkeit der behaupteteri€&aing ein.

Die vorhin aufgestellte und soeben bewiesene ergéeBung zwischen der gewohnlichen Differentiatdieing
zweiter Ordnung (1) und der partiellen Differergiaichung erster Ordnung (1*) ist, wie mir schefiit, die

Variationsrechnung von grundlegender Bedeutungnegen der Unabhéngigkeit des Integrales J* vom
Integrationswege folgt nunmehr

3) Integralab{F(p)+(yx - p) Fp(p)}dx = Integab{F(Yx)}dx

wenn wir das Integral linker Hand auf irgend einéfage y und das Integral rechter Hand auf einer
Integralcurve Y der Differentialgleichung

Yx = p(x,Y)

genommen denken. Mit Hiilfe der Gleichung (3) getemgir zu der Weierstrassschen Formel
(4) Integralab F(yx)dx - Integralab F(Yx)dx atégralab E(yx,p)dx

wo E den von den 4 Argumenten yx, p, Yy, X abhanglyeierstrassschen Ausdruck

E(yx,p) = F(yx)-F(p)-(yx - p)Fp(p)

bezeichnet. Da es hiernach lediglich darauf ankgrdiatin Rede stehende Integralcurve y in der xgsiebauf
eindeutige und stetige Weise mit Werten einer eatdgenden Integralfunktion p(x,y) zu umgeben, $odi die



eben angedeuteten Entwickelungen unmittelbar - étaranziehung der zweiten Variation sondern alfiirch
Anwendung des Polarenprocesses auf die Differgigiahung (1) - zur Aufstellung der JacobischeniBgdng
und zur Beantwortung der Frage, inwiefern dieseliache Bedingung im Verein mit der Weierstrasssche
Bedingung E > O fiir das Eintreten eines Minimumsveadig und hinreichend ist.

Die angedeuteten Entwickelungen, lassen sich obfleethe weitere Rechnung noétig, wéare, auf denziadier
oder mehr gesuchter Funktionen, sowie auf dendiiadls Doppel- oder mehrfachen Integrals ibertragen.
liefert beispielsweise im Fall des Uber ein gegelsdBebiet w erstreckenden Doppelintegrals

J = Doppelintegral F(zxzy z;x,y)dw

das im ublichen Sinne zu verstehende Verschwinderigten Variation

deltaJ=0

fur die gesuchte Funktion z von x, y die bekanniffeBentialgleichung zweiter Ordnung

(1) dFzx /dx + dFy /dy - Fx =0

Andererseits betrachten wir das Integral

J* = Integra{F+(zx-p)Fp +(zy-q)Fa}dw [F=F(p,axy)]

und fragen, wie darin p und g als Funktionen vow, %, zu nehmen sind, damit der Wert dieses Integ@n der
Wabhl der durch die gegebene geschlossene Raumgelegten Flache d. h. von der Wahl der Funktioerz d
Variabeln x, y unabhéngig wird. Das Integral J* ti& Form

J* = Integral{Azx + Bzy - C}dw

und das Verschwinden der ersten Variation

delta J*=0

in dem Sinne, den die neue Fragestellung erforliiefigrt die Gleichung

Ax+By+Cz=0

d.h. wir erhalten fiir die Funktionen p und g degidfariabeln x, y, z die Differentialgleichung ensOrdnung
(") (Fp)x+ (Fa)y + (pFp + gFq - F)z = 0.

Fugen wir zu dieser Differentialgleichung noch dies den Gleichungen

zx = p(x.y.2),  zy =q(x.y.2)

resultirende partielle Differentialgleichung

(M py+apz=ax+pqz

hinzu, so stehen die partielle Differentialgleicguweiter Ordnung (l) fur die Funktion z der zwei
Veranderlichen x, y und das simultane System dei partiellen Differentialgleichungen erster Ordguit)
fur die zwei Funktionen p und g der drei Verénaéein X, y, z zu einander genau in der analogereBang,
wie vorhin im Falle eines einfachen Integrals diffddentialgleichungen (1) und (1%*).

Wegen der Unabhangigkeit des Integrals J* von dahMler Integrationsflache z folgt:

Integral{F(p,q) + (zx-p)Fp(p.q) + (zy-q)Fa(p, g)}dwintegral F(Zx, Zy) dw

wenn wir das Integral rechter Hand auf einer Irdéfiche Z der partiellen Differentialgleichungen



Zx=p(x.y.2), Zy=q(xy.2)
genommen denken und mit Hillfe dieser Formel gelamgedann sofort zu der Formel

(IV)  Integral F(zx,zy)dw - Integral F(Zx, Zyd= Integral E(zx,zy,p,q)dw

E(zx,zy,p,q) =F(zx,zy) - F(p.q) -(zx-p)Fp(p.q) yta)Fp(p.q),

die fur die Variation der Doppelintegrale die nérh# Rolle spielt, wie die vorhin angegebene Foi@kefir die
einfachen Integrale und mit deren Hulfe wir wiederdie Frage beantworten kénnen, inwiefern die Jacbbk
Bedingung im Verein mit der Weierstrassschen Badghigge > O fiir das Eintreten eines Minimums notwgndi
und hinreichend ist.

Die genannten Probleme sind nur Proben von Prolmesie genligen jedoch, um uns vor Augen zu futwen,
reich, wie mannigfach und wie ausgedehnt die masitisohe Wissenschaft schon heute ist und es dsitigt
uns die Frage auf, ob der Mathematik einst bevbrsteas anderen Wissenschaften langst widerfalsten i
namlich dal} sie in einzelne Teilwissenschafteréfierfleren Vertreter kaum noch einander verstelmehderen
Zusammenhang daher immer loser wird. Ich glaubewiimische dies nicht; die mathematische Wissensigtaft
meiner Ansicht nach ein unteilbares Ganze, ein @sgaus, dessen Lebensfahigkeit durch den Zusammgnha
seiner Teile bedingt wird. Denn bei aller Verscleieldeit des mathematischen Wissenstoffes im Einaglne
gewahren wir doch sehr deutlich die Gleichheitldgischen Hulfsmittel, die Verwandtschaft der
Ideenbildungen in der ganzen Mathematik und di¢remhen Analogieen in ihren verschiedenen
Wissensgebieten. Auch bemerken wir: je weiter eiathematische Theorie ausgebildet wird, desto
harmonischer und einheitlicher gestaltet sich ibfbau und ungeahnte Beziehungen zwischen bisherrgaén
Wissenszweigen, werden entdeckt. So kommt es, daffemAusdehnung der Mathematik ihr einheitlicher
Charakter nicht verloren geht, sondern desto déagttioffenbar wird.

Aber - so fragen wir - wird es bei der Ausdehnueg thathematischen Wissens fir den einzelnen Forsicid
schlie3lich unmdglich, alle Teile dieses Wissensimfiassen? Ich méchte als Antwort darauf hinweisga,
sehr es im Wesen der mathematischen Wissensdaugtftdial® jeder wirkliche Fortschritt stets HanéHand
geht mit der Auffindung scharferer Hulfsmittel uaithifacherer Methoden, die zugleich das Verstaniiferer
Theorieen erleichtern und umsténdliche altere Eak&lungen beseitigen und dal’ es daher dem einzelnen
Forscher, indem er sich diese scharferen Hulfshitid einfacheren Methoden zu eigen macht, leiadedingt,
sich in den verschiedenen Wissenszweigen der Mattileru orientiren als dies fir irgend eine andere
Wissenschaft der Fall ist. Der einheitliche Chagakier Mathematik liegt im inneren Wesen dieserséfischaft
begrindet; denn die Mathematik ist die Grundlatgsaxacten naturwissenschaftlichen Erkennens. Caeni
diese hohe Bestimmung vollkommen erfiille, mégenrnthneuen Jahrhundert geniale Meister erstehen und
zahlreiche in edlem Eifer erglihende Jinger!
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